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wellen infolge kleiner Stdrungen der Randbedlngungen

Zusammenfassung:

Ausgehend von der Integralglelchung fiir die Blegeelgenschw1n-
gungen von Stidben werden mit Hilfe der Stdrungsrechnung ein-
~fache Beziehungen abgeleitet, die in erster Ndherung den Ein-
fluB kleiner Stdrungen der Randbedingungen zu berechnen ge-
statten. Unter Randbedingungen sind alle Bedingungen iiber Aus-
~lenkung, Neigung, Moment und Querkraft an diskreten Stellen
~der Welle zu verstehen. Von besonderem Interesse diirften die
Aenderungen sein, die sich beim Uebergang von urspriinglich
starren Lagern zu etwas nachgiebigen Lagern ergeben. Das glei-
che gilt auch fiir die Beriicksichtigung der Kreiselwirkung von
Scheiben. Mit Hilfe der als bekannt vorausgesetzten Eigenwer-
te und Eigenfunktionen eines ungestOrten Falles lassen sich
einfache Resultate erzielen. Die Formeln fiir die Aenderungen
der Eigenwerte bzw. der biegekritischen Drehzahlen sind be-
sonders einfach und anschaulich und daher fiir die Praxis von .
wesentlichem Interesse. An Hand mehrerer Beispiele. wird dle
Brauchbarkeit des Niherungsverfahrens nachgewiesen.
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UBERBLICK

Es wird untersucht, wie sich die Biegeeigenschwingungen'von Maschinen-
wellen infolge kleiner Stdrungen der Randbedingungen in erster Nidhe-~
rung andern. Unter Randbedingungen verstehen wir hier alle Bedingungen
iber Auslenkung, Nelgung, Moment und Querkraft an diskreten Stellen
der Welle. Von besonderem Interesse durften die Anderungen sein, die
sich beim Ubergang von uroprunglich starren Lagern zu etwas nachgiebi-
gen Lagern/ergeben. Das gleiche gilt auch fir den EinfluBl der Kreisel-
‘wirkung von Scheiben. Eine vollsténdige Ubersicht iiber alle untersuch-
ten Storungen findet man auf Seite 11. Es zeigt sich, daB unter Zuhil-
fenahme der vom ungestorten Fall her bekannten Werte und Funktionen
einfache und anschaullche Resultate zu erzielen sind. Die Formeln fir |
die Anderungen der Eigenwerte bzw. der blegekritischen Drehzahlen sind
besonders einfach und daher sicher von grélerem praktischen Interesse.
Die Formeln fir die Anderungen der'Eigenfunktionen diirften sich in
vielen Fdllen ebenfalls als nﬁtzlich erweisen. Mehrere Beispiele am
Ende der Arbeit dienen zur Erl&auterung.

Das Resultat fiir die Knderung der Eigenwerte infolge eines etwas nach-
‘giebigen Lagers soll vorweggenommen werden. Es gilt in erster Ndherung

' 2 .
-, A, = ,th'th * .

Darin bedeutet‘AAP‘:die Anderung des v-ten Eigenwertes einer beliebigen
Maschinenwelle, wenn das Lager an der Stelle 1o dieser Welle nicht mehr
starr, sondern etwas nachgiebig 'ist. h. ist die Nachgiebigkeit (rezi- -
proke Federkonstante) des Lagers und der Wert Lth die im starren Lager
(ungestérter Fall) auftretende Kraft bei der v-ten Eigenschwingung, die
- noch einer bekannten Normierungsvorschrift unterliegt. Im Falle mehrerex
" nachgiebiger Lager ergibt sich die gesamte Anderung durch Addition der
einzelnen Anderungen. Man kann dabei den Einflul jedes einzelnen Lagers
schnell iiberblicken.
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Wenn die Berechnung der starr gelagerten Welle von einem Digitalrech-
ner durchgefiihrt wird, ist es leicht méglich, die Zahlenwerte fir
2 4

l»/,a .
durch ein kurzes Zusatzprogramm berechnen und mit ausdrucken zu lassen.
Mit Hilfe eines Rechenstabes kann dann in wenigen Minuten der EinflufBl
der Lagernachgiebigkeiten auf die Anderung der Eigenwerte bestimmt
‘werden. Dadurch ist in vielen Fillen (wenn nimlich eine erste Niherung
ausreicht) ein hiufiges Wiederholen von Rechnungen mit dem Digitalrech-

ner vermeidbar.

Ganz analoge Beziehungen ergeben sich fir die anderen hier untersuch-
ten Stdrungen. Die Ergebnisse fiir alle in Frage kommenden ZAnderungen
der Eigenwerte und Eigenfunktionen sind auf den Seiten 44 und 45 zu
Tabellen zusammengefafBt. ‘

. e
E=0 E

Abb.1: Die Abhingigkeit eines Eigenwértes
von einem Stdrparameter

Durch Abb.1 soll veranschaulicht werden, daB man die Abhingigkeit
eines gestérten Eigenwertes X, von einem Storparameter £ in erster
Niherung durch eine Tangente im Punkte ()y, € = 0) ersetzt. A\pist
der ungestdrte Eigenwert (das Quadrat der Eigenkreisfrequenz w,).
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LISTE DER WICHTIGSTEN FORMELZEICHEN
o Néheres -
U ‘ _ . auf
Zeichen Bedeutuneg Seite
~ Eine Schlange liber einem Zeichen bedeutet stets, 10
daBl der betreffende Ausdruck gestort ist ,
Cy Drehsteifigkeit oder Drehfederkonstante 16, 30
e Quersteifigkeit oder Querfederkonstante 29
E Elastizitatsmodul 13
F, (x) Stérfunktion, die aus statlschen Betrachtungen - E
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1. EINLEITUNG

wenn mah Starungsréchnung betreibt, hat man es stets mit einem unge-
storten und einem gestérten Problem zu tun. Das gestdrte Problem
weicht dabei in der Regel nur wenig vom ungestérten ab. Die Ldsung
des ungestdrten Problems wird als bekannt vorausgesetzt. Das gestorte
Problem ist also gelost, wenn die Abwelchungen durch Funktionen und
Werte des ungestorten Problems und gegebene Stdrparameter ausgedruckt'
werden konnen. Dies ist hier der Fall.- Das ungestoérte Problem be-
steht in der Ermittlung der Biegeeigenschwingungen, also insbesondere
auch der Biegeeigenfrequenzen (biegekritischen Drehzahlen) mehrfach
gelagerter Maschinenwellen. Die behandelten Stdrungen sind auf Seite 11
zusammengestellt.

Die Urspriinge der Stérdngsrechnung kommen aus der Astronomie. Die
mathematische Fundierung geht auf den franzdsischen Mathematiker
Poincaré (1854-1912) zuriick. Heute wird die Stdrungsrechnung bei den
verschiedensten wissenschaftlichen und technischen Problemen angewandt.
Die Methode konnte auch "Entwicklung nach Potenzen eines kleinen Para-
meters" heifBen. Es sei z.B. yo(x) die bekannte L&sung eines Problems,
das durch eine Differentialgleichung und die erforderlichen Randbedin-
gungen charakterisiert ist. Tritt in der Differentialgleichung oder in
den Randbedingungen eine durch einen Stdrparameter & gekennzeichnete
Stérung auf, so setzt man die Losung F(x) dieses nunmehr gestorten
Problems im Sinne der Stérungsrechnung wie folgt an |

00 = y,(0 + & vy + € y”’(x) e (1.1)

Man "entwickelt" nach Potenzen des Stdrparameters. Die Funktionen

y“%x))l(xh sind darin noch unbekannt; sie miissen auf Grund geeigne-
ter Zusatzbedingungen bestimmt werden. Die Reihe mufl natiirlich konver-
gieren. Wenn & genugendvkleln ist, wird man im 2llgemeinen mit wenigen

Gliedern auskommen.

Treten statt eines StOrparameters mehrere, z.B. zwei Stérparameter, &,
und &,, auf, 'so. tritt an die Stelle von (1.1) der Ansatz

Yoo =y, +5y™uw0 +ey®m .2y
1.2
+€,2 V¥ reeg vy 2 020...

x) + &, ,y
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Sieht man die GrﬁBe des Storparameters & alS'klein'an, so darf man in
erster N&herung die héheren Potenzen vernachléssigen, macht .also den
1n € linearen Ndherungsansatz

V) = Y + & _Yﬂ(x) + & )‘/Ezcx) t...+ &, yf,,(x) (1.3)

worin jetzt die zu den Stdrparametern &,, Enyeees€p gehdrenden Funk-

tionen der iibersichtlicheren Schreibweise wegen mlt yéq(x), yée(x),...
< yén(x) bezeichnet sind.- In diesem Sinne wollen wir unser Pro-

blem behandeln. Da es sich um ein Eigenwertproblem handelt werden

sich sowohl die Eigenwerte Ap als auch die Eigenfunktionen Yv(x)

(v =1, 2,...) un die Werte AAp bzw. um die Funktionen AY,(x) &ndern.

Im Sinne von (1 3) setzen wir fir diese Anderungen an

Ax= E et + Edver ... FEhpen s (2D)
AY(x) = € )’“(x)+ }{,ﬁm F At En Ken ) - 2.2)

AuBerdem benutzen wir eine Schlange (~) als Kurzkennzeichhﬁng‘fﬁr
- die gestérten Ausdriicke und zur leichten Unterscheidung von den unge-
stérten Ausdriicken Ay und Y,(x):

%, = ~>\v”'+ AXy, - R
Voo = )’(x)+AY(x> S )

Gegenstand unserer Untersuchungen ist eine in belieblger Weise abge-
setzte Maschlnenwelle, die an belleblg vielen Stellen gelagert .oder
gefuhrt und 1rgendw1e mlt Einzelmassen und Elnzelschelben besetzt
sein kann (Abb.2)

: ﬂ . : : - : = o - r .
| X

Ernaelmasse \

f'mze/sc/re/be

Lager Fahrung

~ Abb.2: Beispiel fiir eine beliebige Maschinenwelle
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Die Untersuchungen gelten den Anderungen der Eigenwerte und der Eigen-
funktionen solcher Maschinenwellen, wenn Stérungen auftreten, die in
Tabelle 1 zusammengestellt sind In dieser Zusammenstellung wurden

die Storungen in vier Gruppen elngetellt. Diese Einteilung erweist -
sich im weiteren Verlauf der Arbeit als zweckm@BRig: Die in den Gruppen
1, 2, 3 und 4 auf”efﬁhrten Stérungen héngen némlich in erster Nihe-
rung jeweils von der Auslenkung, der Neigung, dem Momentensprung und
dem Querkraftsprung an den zugehorlgen Stellen der ungestorten Maschl-
nenwelle ab. ' '

Tabelle 1
Zusammenstellung aller untersuchten Stérungen

Gruppe 1: ' Stérungen durch kleine querelastische Federn zwischeén
Welle und Fundament oder durch geringe Knderungen_der
Federkonstanten von bereits vorhandenen Querfedern.

- Ferner Storungen infolge des Hinzukommens kleiner Einzel-

massen oder infolge kleiner Anderungen von Einzelmassen.

Gruppe 2: . Stérungen durch kleine drehelastische Federn zwischen

Welle und Fundament oder durch geringe Anderungen der

- Federkonstanten von bereits vorhandenen Drehfedern.
Ferner Storungen infolge neuen Hinzutretens kleiner

. Massentrégheitsmomente sowie Stérungen infolge Beriick-

‘ sichtigung‘von‘Kreiselwirkungen oder infolge kleiner

"Anderungen bereits vorhandener Massentragheltsmomente
bzw. Krelselw1rkungen.

Gruppe 3: Storungen 1nfolge kleiner Nachglebigkelten urspriinglich
starrer Rihrungen. - :

Gruppe 4: Stﬁrungen‘infolge kleiner Nachgiebigkeiten urspringlich
' .starrer Lager, Storungen durch zwischengekoppelte Massen
(Abb.19, Seite 41). ‘

Charakteristisch fiir alle Storungen ist, daB sie an diskreten Stellen
der Welle auftreten also nicht iiber ein Stiick der Wellenlange verteilt
sind.
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Das Problem kann,ausgehend von der zugehérigen'Differentialgleichung
einschlieflich der Randbedingungen oder ausgehend von der zugehdrigen
Integralgleichung,behandelt~wérden. Der Weg liber die Integralgleichung
erweist sich als weitaus besser geeignet. Zur Einfiihrung wird jedoch
zunichst unter Ziff.2 an Hand eines Beispiels der erste Weg verfolgt.

Aus Abb.3 geht die VorzeichenfeStlegung hérvor die Pfeile kennzeich-
nen die p051tiven Richtungen. Wir betrachten die Blegeeivenschwingun—l
‘gen in der ‘durch das skiz21erte Koordlnatensystem festbelegten Ebene.

4 ﬂusmwkungén,

&qﬂm@lvﬁﬂe : M Azl

Q

Schnittlasten
hﬂnkel(h@yangwﬁ.
dupBere Momente
. — .
\ Wellenachse

Koordinatenursptung
stels am linken Wellenende

Abb.5: Zur Vorzeichenfestlegung

Die fir die Biegeeigenschwingungen gliltigen Formeln unterscheiden sich
bekanntlich, vgl./é], nur dann von den fir die bei der Rotation der
Velle md8glichen kritischen Auslenkformen und Frequenzen (biegekriti-
schen Drehzahlen), wenn Drehmassen 6 auftreten. Es ist dann die Krei-
selwirkung dieser Scheiben zu beruck51cht1gen Wir gehen in dieser
Arbeit nur auf den meist interessierenden Fall der Kreiselwirkung im
Gleichlauf ein. '
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2. AUSGANGSPUNKT DIFFERENTIALGLEICHUNG MIT RANDBEDINGUNGEN

Den Untersuchungen iiber die freien Schwingungen von Maschinenwellen
liegt im allgemeinen die partielle Differentialgleichung (4) zu Grunde:

()gt) rh JMQKtD
(E]’) = —pUX) ——7 3;‘2 : @)

Hierin bedeuten y(x,t) die orts- und zeitabhingige Auslenkung der
Welle, E deren Elastizitétsmodul, I(x) den Verlauf des axialen Flichen-
trigheitsmomentes und /u(x)‘die Massenverteilung je Léngeneinheit der
Welle. Der Produktansatz

yxt) = Vi) T2 (5)

fihrt mit (4) auf die gewohnliche Differentialgleichung

2
ddZ” + 270 =0 (&)

fir die Zeitfunktion T(t) mit zunidchst noch unbestimmtem w und auf'
die gewdhnliche Differentialgleichung

2 2 :
ﬁ‘z{fﬂx) ddyg*” == wz/u(x)}’(x)-—=‘0 ()

fir die Ortsfunktion ¥(x). Die allgemeine Losung von (6) ist bekannt-
lich |
7 () = A,sinwt + By coswt (8)

mit den frei widhlbaren Konstanten Ap und By, und der hier als Kreis-
frequenz erkennbaren Konstanten w. Die allgemeine Ldsung von (7) fiir
beliebige I(x) und /u(x) kann man nicht in geschlossener Form angeben.

. Bei einer Maschinenwelle sind diese beiden Funktionen jedoch stiick-

weise konstant. Flr ein solches Stiick der Welle, in dem sich weder
I(x) noch /u(x) dndern, gilt dann mit (7) die Differentialgleichung
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v

d’Yix 2 M |
dx* EL '

Dié ILosung dieser Diffefentialgleichung‘in Verbindung mit den Rand-

bedingungen fihrt bekanntlich auf unendlich viele Eigenfrequenzen w,

(vy=1, 2,...00) mit den zugehdrigen Eigenfunktionen Y,(x), die unter

Benutzung der Abkiirzung '

0 = w? -E’—af— (10)

in der Form

Y, () = A,sink,x + B,cosk,x +C, Jmu,x + D, Lof 6,x (1)

angegeben werden kénnen._Die Konétanten'Ao, Bo’ Co und D0 erhélt man .
bis auf einen gemeinsamen Faktor aus den Bedingungen (Randbedingungen)
fir Auslenkung, Neigung, Moment und Querkraft an den Enden des Vellen-
stiickes. Sie ergeben sich in Abhéngigkeit von den bekannten Randbe- |
dingungen an den Enden der Maschinenwelle. Eine Durchfiihrung der Rech-
nung von Hand ist wegen des grofien Aufwandes im allgemeinen nicht mbg-
lich. Die Ermittlung der Eigenfrequenzen und Eigehfunktionen einer
Maschinenwelle wird daher meist mit Hilfe der Verfahren mit Ubertia-
gungsmatrizen (2] auf digitalen Rechenautomaten durchgefiihrt. Fir die
Berechnung von Stérungen stehen die ungestdrten Tunktionen also mei-
stens nur punktweise zur Verfiigung.

Das nun folgende Beispiel kann milhelos von Hand erledigt werden: Es
handelt sich im ungestbrten Falle um einen an den Enden gelenkig
gelagerten Stab mit konstantem E, I und /u (Abb.4).
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Yix)

£,TI, u = const.

p S MRS i

Abb.4: Ungestérter Fall

Auslenkung und Moment an den Enden des Stabes miissen verschwinden;
nan erhdlt aus diesen Randbedingungen das homogene Gleichungssystem

Y00 = 0,

P”{O) =0\

Y() = 0, - (12.1)
= 0. |

){'ll([) |

Die beiden hochgestellten Striche dienen in iiblicher Weise zur Kurz-
kennzeichnung der zweiten Ableitung. Aus (12.1) ergeben sich die

Eigenfunktionen

)‘/, (x) = Ab SIn K, X | (12.2)

und die Eigenwertgleichung
sin Kk, =0 (12.3)
nit den zugehoérigen Eigenwerten

Kl =y (V= 12..00). | (12.4)
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Aus (1C) folgen mit (12.4) die Eigenkreisfrequenzen zu

W, = -‘}E)z }’/{5 | (12.6)

Imn gestdrten Fall sollen die Lager kleine Quernachgiebigkeiten h 1 und

@,

hQ2 und kleine Drehelastizitéten cy, und cy, besitzen (Abb.5).
~S
Yex) &
G K " X _ pz
@1 hoz

4

Abb.5: Gestdérter Fall

Fir den ungestorten Fall geiten die Randbedingungen (12.1) und die
Differentialgleichung (9). Nach Einfithrung der Abkiirzungen

[ ' ' 2 . - ‘ '
‘ 7\,) = a, - (13)

und k o |
x = 2;%: ’ | o (14)

mit denen man statt (10) auch

,t(: = A, ‘ | (15)

schreiben kann, lautet die ungestoérte Diffcrentialgleichung (9) fiir
die P -te Eigenschwingung
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im '
YYo= alm =20. . (16.1)
Fir den gestﬁrten Fall gilt dann, vgl. (3.1) und (3.2),
Y, () — 7\,,01 Yo =20, (16.2)

( (x)+A)/(x)) ~ () +Ah,,)a( (x)-/-A (x)) =0, (6.3

),/,' x) + A)’ ") —ar[A,,}/(xH-)l AY, (x)
+ ANAY, ()] = 0.

(16.4)

Ihdem wif von 2. Ordnung kleine GrdB8en vernachléssigen, erhalten wir
unter Beachtung von (16.1)

Ay, ) =X AYx) = AN, x Y x). (16.5)

Wenn wir in diese Gleichung die bekannte ungestérte Funktion (12.2)
einsetzen, kommt

Ay””(X) Ayd A);(X) - A)yAOS/ﬂf(yX (16.6)

Dies ist eine iﬁhomogene Differentialgleichung filr die gesuchte inde-
rung der Eigenfunktion AY,(x), in der auBlerdem noch die Anderung des
Eigenwertes 43?\,auftritt. Die homogene Ldsung kann man sofort angeben:

AV om @) = Asinw,x +Bcosuyx +( Tin k,x + D Lof b, X . 167

Die L¥sung der inhomogenen Differentialgleichung kann z.B. mit Hilfe
der Methode der Variation der Konstanten ermittelt werden. Hier erkennt
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man leicht

4y,

i (X) = B¥x cos kyX . - (16.8)

Die Konstante B¥ folgt nach Einsetzen von (16.8) in (16.6) zu

* _
B JAY ,*k, Ay . (16.9)

Damit folgt fiir die gesuchte Anderung der Eigenfunktion

AY x) = Asink,x +Bcoskx +C ¥im kX
¥ - . ~ (16.10)
+D Lof Ky x + AA,;;’; Ay X CoS K, X.

Unbekannt sind noch die Konstanten A, B, C, D und AX, . Sie miissen
sich aus den gestdorten Randbedingungen berechnen lassen. Dicse sind

K0y = —hy, ET "),
EI :”(0) = Cpq },/,’(0),

A 4

(16.11)

(1) = o ETE"(1),

EI V') = —cua KL). J

TR

Unter Berlicksichtigung von (12.1) folgt aus (16.11) mit (3.1) und (3.2)
in erster Ndherung

LY, (00 = —hy, EI )"0, 7
Ay'o) = CM4E1[- Y (0),
AY, () = hy, EI k"(0),
AR = —cu g 1 (0). |

—""

(16.12)




“ 15 &

Da der Anteil A sink,x der Funktion AY,(x) die Bedingungen (12.1)
erfiillt, tritt die Konstante A in den Gleichungen (16.12) nicht auf;
d.h. A hiangt nicht von den Storparametern hQ,], hQ2’ Cyq und Cyo ab.
Wenn die Storparameter zu Null werden, muB aber die ganze Storfunktion
AY, (x) verschwinden. Daher muf} stets ‘

A =0 | | (16.13)

gelten. Die vier Gleichungen (16.12) sind somit die Bestimmungsglei-
chungen fir die vier Unbekannten B, C, Dund AXy. Es ergibt sich.

\
A, 1
B = [ EIA' /701 EI 4, C‘m],

A | ,,
- 2?43‘”2« [ffkya(hm&fvﬁ” +/702C%'V/C)

| 7 o3) |
-+ E——EI_N-» (CM4[4yﬁ' +CMZC°5YZ)]y & (16.14)

(Y
I

D

o 3,
—-[ﬂ«,/,a, +§—%C~4]:

243 1
AXr, = 7&[_5[ "'23(/704 +hg2) + ETx, (CM4+CM2)] .

Damit sind die Anderungen der Eigenfunktionen AY,(x) und die Anderun-
gen der Eigenwerte AM in Abhéngigkeit von den vier Storparametern
th, hQ2’ Cyq und Cy2 in erster Niherung gefunden.‘ Wir kommen in

Z2iff. 8.1 auf dieses Beispiel noch zuriick. :
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3. AUSGANGSPUNKT INTEGRALGLEICHUNG

3.1 Allgemeines

Bei der Herleitung der Integralgleichung geht man von der statischen -
Durchsenkung einer Maschinenwelle an der Stelle x infolge einer Last P
an der Stelle § aus (Abb.6). Diese Funktion w(x,f) ist proportional
der Last P:

Wixg) = P GO, )

Die Funktion G(x,?); also die Durchsenkung unter der Einheitslaét,
heiflt bekanntlich Greensche Funktion oder EinfluBfunktion. Sie hat die
bekannte Symmetrieeigenschaft

GxE = G(§,x). (18)

- £ “1P w(x,;) )
.o P

——

Abb.6: Zur Herleitung'der Integralgleichung-

Greifen zwei Krdfte P, und P, an den festen Stellen'fﬁ und §, an, so
erhdlt man die Auslenkung durch Uberlagerung der Einzelauslenkungen:

W(x) = }47 G(A;f,) +€G(,v,f2). ) (19.1)

Greifen endlich viele Krifte P an den Stellen .Fr (r=1,2,...,8)

an, so wird die Auslenkung
. A s

wix) = Ze GUGE).  (9.2)

r=1
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Ist die Welle einer stetigen Belastung mit der Lastdichte p(§) ausge-
setzt, so wird aus der Summe ein Integral iiber die ganze Wellenlinge 1:

Bei freien Schwingungen der Welle ist diese Belastung durch die
D' Alembertsche Tragheitskraftverteilung zu ersetzen:

plp — —u(p 242 C19.0

An die Stelle der statischen Auslenkung tritt die orts- und zeit-
abhdngige Auslenkung y(x,t):

wix) — Y (xt). (19.5)

(19.3) geht somit iiber in die Integro—Differentialgleichung

y(x:‘) —f/a(f)?;’g't) G df, (19.6)

aus der man mit Hilfe des Produktansatzes (5) und mit (8) die
Integralgleichung

{
YCX) = )lﬁa(f) Y(f> G(X,f)df (19.7)
. 0

fiir die Ortsfunktion Y(x) erhslt. Diese Gleichung gilt auch, wenn
aufier der stetigen "Massenverteilung" /u(f) auch Einzelmassen vorkom-
men. Man hat dann die Integrale im Stieltjesschen Sinne aufzufassen
(vgl. [1/ , S.163). Die Integralgleichung (19.7) entspricht der Dif-
ferentialgleichung (7) mit den zugehdrigen Randbedingungen. Bei einer
Maschinenwelle gehort zu jedem Abschnitt mit konstantem Ve und I je
eine Differentialgleichung. AuBerdem ist die Angabe der Randbedingun-
gen ( = Ubergangsbedingungen) fiir jedes Wellenstiick erforderlich.-
Demgegeniiber geniigt eine einzige Integralgleichung zur Beschreibung
einer Eigenschwingung; die Randbedingungen sind bereits in der Green-
schen Punktion enthalten. Das erweist sich fiir die Durchfiihrung unse-
rer Stérungsrechnung als sehr vorteilhaft.
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Fir die y-te Eigenfunktion gilt .
Y00 = X [u@ X® Gosp df. (20.)
‘ 0 ‘ .

Um auf diese Integralgleichung die Theorie fiir Integralgleichungen mit
symmetrischen Kernen anwenden zu kdnnen, setzt man ’

¥ (X)

Ko = %

und erhalt somit die Integralgleichung

50 (x) = A /50 () /((,yf)df (20.3) "
mit dem symmetrischen Kern
A(x,F) = Yumul® -Gef). (20.4)

Die Funktionen g@(x)‘werden als Eigenfunktionen von (20.3) bezeichnet.
Sie erfiillen wegen der Symmetrie von K(x, ?) die Orthogonalitiatsbezie-
hung

(20.2)

/ gopwdy= 0  fir =l . @5

Um die Eigenfunktionen vergleichen zu kdnnen und aus rechentechnischen
Griinden ist es zweckmiéBig, alle Eigenfunktionen der gleichen Normie-
rungsbedingung zu unterwerfen. Wir normieren die Eigenfunktionen in
iblicher Weise gemif

2
/Sf(x)a’x =1, Yye=42..00.
o

Damit und mit (20.5) gilt dann - ' (20.6)
, _
' O fur Pk
[%(X)y;((k) d/\’ o J;K = {1 r yv=k.
o
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Ferner gilt der Entwicklungssatz: Jede Funktion (x), welche die (fiir
die Eigenfunktionen und die Greensche Funktion gliltigen) Randbedingun-
gen erfiillt (und gew1ssen, praktisch stets zutreffenden Stetigkeits-
forderungen genugt), kann in eine absolut und gleichméBig konvergente

Relhe nach den Elgenfunktlonen entwickelt werden (vgl. [arn:
c0

Yx) = Zc;(gq((x), | (20.7)
k=1 .

mit den EntwicklungskoeffiZienten
-—/50(4') xdx . (20.8)

Mit (20 2) erhdlt man filir die urspriinglichen Eigenfunktionen ¥, (x)
die Orthogonalitatsbeziehung

Sam KeoKpadx = 0 far vex (20.9)
und die Normierungsbedingung

//l(x) Y xdx = 1. (20.10)
4 |
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3.2 Die wichtigsten'Beziehdngen fiir eine allgemeine Berechnung
-der ‘Stérungen

Wir gehen von der Integralgleichung (20.3) aus, die fiir einen unge-
stérten Fall gelten mdge. Die Eigenfunktionen @,(x), den Kern K(x,f)
und die Eigenwerte A? setzen wir also als bekannt voraus. Im gestdrten
Fall schreiben wir dann in bekannter Weise

{
B = S’,[ﬁ(,&) Ka,f)df (21.1)
und setzen ~ : g |
Bx) = LX)+ Ap), (21.2)
Ap = Ay +AAV' (21.3)

-Wenn die Randbedlngungen gestoért sind, wird sich auch der Kern &ndern:

K(x,f:) = K(xf) + AKE) . | (21.4)
(21.2) bis (21.4) in (21.1) eingesetzt, ergibt

Bx) +A4yp cx) =
(O, +AN,) / [ ) +2p@)][Kecp) +ARGE]dE .

(21.5)

Daraus folgt unter Verwendung von (20.3) und Vernachlassigen aller
von 2. Ordnung kleinen Glieder

| N
Agr) = “f;’ e
*’\y/AP(f)/\’a;F)df > (21.6)
+A/yc,emmx,e)df )
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¥ir entwickeln nun Ay;(x) und AK(x,f) nach den Eigenfunktionen ¢,(x)

bis auf gegebenenfalls einen, die ungestdrten Randbedingungen nicht
befriedigenden (quellenm#Big nicht darstellbaren) Anteil:

1. Entwicklung: : »
,Ag;cx) = };c,ﬂ, P ) + YX) . (21.7)

2. Entwicklung:

A”ﬁa”(f)AK(‘i’:f)‘/f = Zb,(,, $ .0 + ?Cx). (21.8)
0 o k |

Dabei gilt

f’y/(k)}e((x)dx =0 [fér a//ek 1 7Y e
fZ(X)%‘,(X)alx =0 /ur a(lel(
Einsetzen in (21.6) ergibt
Al A
ZCK,, (x) +'y/(x) .—5— yg,
* Ay %"' %) > (21.10)

+ 2 / BpAK(xE) dF.
0 4
Skalar-Multiplikation mitg;(x) liefart

Cyy = %‘}’ + Gy + bm’,

by = — A}i’ S T =
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Skalar-Multiplikation mit gp(x) liefert

Ay

Cay = AKCK)’ + by ,
e, = —DE_p fir k. (22.2)
Ky )K"AV kY

Der bisher frei widhlbare Entwicklungskoeffizient c,, folgt aus der
naheliegenden Forderung, dafB die gestorte und die ungestorte Funktion
der gleichen Normierungsvorschrlft (20.6) unterliegen sollen:

fs%', x)dx = 171,
o

( | ( /
[Emadr + 2[podgwdr + [ Agicodr =1;
o : 0 ?

nach Vernachléssigung des quadratisch kleinen Gliedes kommt

fse,(x)Ay;,(k)a’x =0,
/y’(x) /Z ,(,y(x))a’x =

/ny%(/\’)d/\' =0,

» =‘0. N (22.3)

Unter Verwendung von (21.7) und (22.2) konnen wir jetzt an Stelle von

(21.6) fir die Anderung der Eigenfunktion schreiben
w

PA P00 =
b
. & )), E kY __ SOK(X) r (23.'1.)'

{
+ N [ B AK G dE,
0
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Aus (21.8) folgt nach Skalar-Multiplikation mit ya(x)
; (

l e o fut) - -
bep = zrf}f(('\’)[fsg(f)dﬁ((x,f) a’f]dx. (23.2)
oL 0 'y | | |
Nach (22.1) ist |
Ady= = b,, . - @

Man erkennt, daB sich die Anderung des Eigenwertes und die Kndérung
der Eigenfunktion durch die Knderung des Kerns ausdriicken lassen.

Es wird sic; zeigen, vgl. (27.1,2), daB fiir die hier betrachteten
Storfalle gilt |

AK(X,f) ol "‘S"@f(k)é(f) (24.1)

mit einem Stdrparameter € und einer vom StOrparameter abhingigen
"Stérfunktion" @Lﬁx). Damit erh&lt man filir die Entwicklungskoeffi-

zienten bk aus (23.2)

b, = — ea,,f}f{(x) _@a(x)a’x-f;g(ﬁé[f) df  (2u.2)
o o | |

oder mit der Abkiirzung

L= )[pmawdr
% | ) |
endgiiltig | | |
| 4 | |
b, = .—-EA—K[‘(E Le. - (@

Aus (23.3) folgt damit

. 2 |
AAP = & ];6_ ' | (24.5)
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In 2iff.5 wird gezeigt, daB sich die Integrale (24.3) einfach mecha-
nisch deuten und aus der ungestdrten Durchrechnung unmittelbar ent-
nehmen lassen.

Aus (23.1) erhalten wir nun endgliltig als Ausdruck fiir die Stdrung -
der Elgenfunktionen !

Ao = B Dy Lue (0
A%(X) A 80(,\’) £ IPS ‘(Z*; hk()‘x—h)’)%

| *"E:;NP?Z;£ éés()d>-

(24.6)

Hierin bewirkt die. Abspaltung des letzten)Gliedes, welches den quel-
lenmiBig nicht darstellbaren Anteil der Entwicklungen beriicksichtigt,
dall die im mittleren Gliede enthaltene Reihenentwicklung nach den
Eigenfunktionen gleichm#fig (und praktisch rasch genug) konvergiert.

SchlieBlich gehen wir, vgl. (20.2), (20.4) und (27.1), mit

Ap,(x) = ]//a(x) Ay (x) (25.1)
wma  @od =VYu FRw (25.2)

auf die Eigenschwingungen‘Y,(x) Uber. Wir bemerken dazu, daB die Mul-
tiplikation mit V;ETET’ auch zuléssig ist, wenn Stdorungen durch Ein-
zelmassen auftreten. Die Stormassen treten dann nur in den Stérpara-
metern auf, vgl.(38.1), erfordern aber hier keine Veranderung der
Massenbelegungsfunktion. Mit (25.1,2) folgt aus (24.6)

__Ax _ Ly
Ay =52y - e, ”‘2;, sy o

(26.1)

—eN L Ew.
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Mit (20.2) und (25.2) werden die Integrale

{ - |
'Z:'e = Jy f/((X) }j&\')/‘g&) dx. | (26.2)

Nun wird gezeigt, daB fiir die Anderung der Greenschen Funktion in
allen hier untersuchten Stdrfallen (vgl. S.11)

AG(x,) = — & ECaE(F) (27.1)

gilt, worin Fe(x) vom Stﬁrparameter € abhidngige, einfach mechanisch
zu ceutende Funktionen sind. Wegen

A/\’(,\;f) =Y ux) u(f) AGx§) (27.2)

sind dann die Beziehungen (24.1) und (25.2) ersichtlich.

4. DIE ANDERUNGEN DER GREENSCHEN FUNKTION

4.1 Storung durch Querfedern

Wird eine Maschinenwelle an der Stelle 1lg durch eine Querfeder mit der

kleinen Federkonstanten €Q gestdrt (Abb.7), so gilt fiir die nunmehr

o

C :
E Vi ca

Abb.7: Stdérung durch eine Querfeder

£ | P=1

gestorte Greensche Funktion

é(X,f)= Glxg) + AGg), e

g(X,f) = Gxg) + /'CO Gx (), (28.2)

l
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worin LcQ die von der Feder zuf die Welle ausgelibte Storkraft ist.
- Vegen

Leo = G G4, E), (28.3)
also in erster Niherung |
Lo= —GGUsE), (28.4)
erhilt man fiir die Anderung der Greenschen Funktion
AGx §) = —Go G(x,) GE () . (28.5)
Ein Vergleich mit (27.1) ergibt
£=q , /g(x) = G(x,/é) . - (28.6)

4.2 Storung durch Drehfedern

Bedeutet GM(x,f)»die zur ungestérten Welle gehdrige EinfluBfunktion
infolge eines Einheitsmomentes, so ist (Abb.8) die an der Stelle 1.

g p=1

’,Q\cﬁf
e e e

!
—

Abb.8: Storung durch eine Drehfeder

durch eine Drehfeder mit der kleinen Drehfederkonstanten Cy gestérte'
Greensche Funktion

év(x,f) = GUGE) + M4y Gy, (%, (). (29.1)

MCM<ist das von der Drehfeder auf die Welle ausgelibte Stoérmoment. In
erster Ndherung ist |

__ .2 B -
Mewr = CMax[G[’Y’f)]x-_-lg- (-2
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Die bekannte Beziehung
o ‘ .
5—)—: G()gf) = GM [f) x) . (29.3)
fihrt auf

Mepr = = Car Gp, (Fole), (29.4)

A G ) = —c,, G, (L) Gy (F,4), (29.5)
also ist hier

E = CM’ ) /C;(X) = GM (A; 15) . (29.6)

4.3 Storung durch Nachgiebigkeit wvon Fiihrungen

Wir betrachten eine Fiihrung (Abb.9) an der Stelle 1l einer statisch
unbestimmt gelagerten Welle, die im gestdérten Fall die kleine Dreh-
nachgiebigkeit (reziproke Drehfederkonstante) hy besitzt. Im ungestdr-

g

. | M
%

e 57
g
~ s "]

Abb.9: Stérung durch Nachgiebigkeit
einer Fiihrung

ten Fall ist die Fihrung starr (hM = 0), und es gilt
G(xg) = 7€) + Mypy [ay (0 L) (30.1)

Darin sind /q(xtf) die Greensche Funktion und /Fh(xaf) die Momenten-




einfluBfunktion, die die Welle hat, wenn die Filhrung nicht existiert
(h —» 00 ). M yist das infolge der Einheitskraft an der Stelle £ von
der Fihrung auf die Welle ausgeubte Moment im ungestorten Fall, das:

man leicht berechnen kann:

5;[66\',?2/ =0, (30.2)
2[r6] + Mo i [/" (x4 ] zf' 0, 0.3
| a_x[ X f*ff)]xgzg-_- [ (B L6 7o

M (f) _ /,-1,4[.?/ 6) (30.5)-

/hﬁl

[/’(xl)]

Im géstdrten Fall ist

) = () + (M) 0) o
| “C'vy(a;f). = G(x§) o AMI,M/;[A; [5),,. | (30“.75
AG{xf) = AM,,, M(xlf) (30.8)

I‘t’li_t (30.5) wira | | - |
AG(X,f) - AM/,M i [/"{x )X-/. <§c§.9)

£
In erster Naherung gilt

[G{Xf] fra /w(f) T —/7/4 [f)' (50:10)
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Wegen (30.2) ist mit (30.8)

£ [tn], .. — oMl =

Damit wird

M ) »
AM 4 e (F (30.12)
[/" (xl?]
Einsetzen in (30.9) liefert |
AG(GE) = hy,M,, OM, (F. (30.13)
Ein Vergleich mit (27.1) ergibt
222 (30.14)

&

M )

Flx) =M, (x)=-
£ M d[/”(xl;?]*[

In statisch bestimmten Fdllen kann man die Funktionen f'(x,f) und
/"M(x,f) nicht angeben. Die Bestimmung der Anderung der Greenschen
Funktion ist dann jedoch besonders einfach, wie die folgenden Beispiele
zeigen.

a) Nachgiebige Einspannung
Im ungestdrten Fall (starre Einspannung, Abb.10) iibt die Einspannstelle
das Moment

/VIIM (f) P — f | (31.1)

auf die Welle aus. Der gestdrte Fall (Abb.11) besteht aus einer in ei-
nem Drehfedergelenk gelagerten Welle. Die Drehnachgiebigkeit des Lagers
ist hM’ Wirkt an diesem Lager das Drehmoment MhM(?) ein, so wird

y=lany =—M,E)h, = #,F = égx(_x‘ﬁ)' et
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Il

AG(x,f) thf, G

== T Ax) = X) = —=x. 0G5
Das Vorzeichen von F, (x) ist im Hinblick auf (27.1) beliebig - wegen

des Produktes F,(x) Fe(E) =~ nicht aber im Hinblick auf die Bedeutung
der I, , siehe Ziff.5. ‘ :

f—-‘l P=1 ”?"'{f) P ]

Abb.10: Starre Einspannung Abb.11: Nachgiebige Einspannung

b) Gelenk + nachgiebige Fiihrung
Wie man Abb.12 und 13 entnehmen kann, gelangt man zu dem gleichen
Ergebnis wie unter a).

”’ff,_'lpﬂ ﬁlg

4'6 |

Abb.12: Gelenk + starre Filhrung Abb.13: Gelenk + nachgiebige Fiihrung
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4.4 Storung durch ‘Nachgiebigkeit von Lagern

Das Lage?.an der Stelle 1. einer statisch unbestimmt gelagerten Welle
soll im gestdrten Fall die kleine Quernachgiebigkeit (reziproke Feder-

konstante) hQ besitzen (Abb.14).

N A .

ho % tLig

4&
Abb.14: Stérung durch Néchgiebigkeit eines Lagers

Im’unggstérten Fall ist das}nger starr (hQa O ), und es gilt
GnE) = [MKE) + Ly (), G2

worin /(x,E) jetzt die Greensche Funktion der Welle ohne das Lager an
der Stelle 1, sein soll. Die im ungestdrten Fall auftretende Lager—
kraft LhQ ergibt sich wie folgt

(z,,;) =0 =/ Il ) + L, /"/1,1) (32.2)

(lfa!) | |
Lolf) = AR (32.3)

Iﬁwgestﬁrten Fall ist |
Ginf) = Mlof) +(L4y+AL,,) (%), e
Gnp = GoE) + DLy, M(n, l;),vx (32.5)
AGLE) = AL,y (7 1), (2.6

Mit (32.3) wird

AGUE) = = ALl () L, (%) . (32.7)




In erster Ndherung ist

Gl B) = —hy Lo (F) = = hyLyg (F).

Wegen (32.2) ist mit (32.6)
G([‘f,f) = AL/,Q /-,[[5116)'
Damit wird

Lpo (F)
Al =~ 4 /'/15,4)

Einsetzen in (32.7) liefert
AGWE) = hy Lot Ly, (f).

Ein Vergleich mit (27.1) ergibt

/'(J;lg)

/-’([é)le)

(32.8)

 (32.9)

(32.10)

}(32.11)

. (32.12)

In den statisch bestimmten Fdllen (in denen es keine Funktion.‘ka,F)
gibt) erhilt man, wie die folgenden Beispiele zeigen, ebenso wie in -
Ziff. 4.3 ganz einfache Ausdriicke fiir die Anderung der Greenschen

Funktion.

a) Gelenk + nachgiebiges Lager
Gem&f Abb.15 und 16 wird

L/;a'[. = —F,

(33.1).

(33.2)

(33.3)
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AGHE = hy T (338
£= -4, , ECo =L 00 ==% . (335

E P=-j
y

1 le

Abb.15: Beidseitig gelenkig Abb.16: Gelenk + nachgiebiges
gelagerte Welle Lager , _

b) Fihrung + nachgiebiges Lager
Den Abbildungen 17 und 18 entnimmt man

AGE) = AL, , 5
E==h,, L) == L, =~1T. (33.7)
R (33.8)

,?, \ ; helnq
(AR L Pl

Abb.17: Filhrung + Gelenk Abb.18: Fﬁhrﬁng + nachgiebiges Lager
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5. DIE BEDEUTUNG DER INTEGRALE Ive

i hakben
I,,‘g = A, f/«(x) K(x)@(x) dx (34.1)
. 0 e " TSR

gesetzt und werden nun sehen, daB diese Ausdriicke fiir die verschiede-
nen F,(x) sehr einfach gedeutet werden kdnnen.

Bei einer Storung durch eine Querfeder mit der kleinen Federkonstanten
cQ war - '

L) = [ ) = G(x (), | (34.2)
und man erkennt'sdfort
1;'5 = fye@ T 5/15),. - (34.3)

I,, ist also in diesem Fall.gleich dem Wert der normierten Eigenfunk-
tion an der Storstelle 1,.

Bei einer Storung durch eine Drehfeder mit der kleinen Drehfederkon-
stanten Cy war

EG) = Ep(0) - ‘GM‘(X, lg). (35.1)
T pw o= 2, [ia(f) o 2leuplds, s
i |
Koo = ), of,a(f) % (B G, (FOdF. G5
Mso wira

L = Lopy = }f,'([f). | (35.4)

I, ist gleich dem Wert der Neigung der normierten Eigenfunktion an
der Stoérstelle 1,
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Bei einer Stoérung durch Nachgiebigkeit einer Fiihrung war |
= (36.1)

In statisch unbestimmten Fidllen kann man‘schreiben, vgl. (30.1),

4
N0 =\ P[Tap + M P E) dF oD

Y = 2, f,«(f) [ p) Y (F) df
(36.3)

+ /;),, / /«(;) Myug (F) Y (F) a’}_‘/ [ xle),

4
Y00 =N, [MECPREAE 4 My 3 (hle) . o)

Darin ist

Myppy = N [0 M 00 dx Ges)
)"

das Moment, das bei der normierten Eigenschwingung von der Fihrung an
der Storstelle 1, auf die Welle ausgelibt wird. Man erkennt

Lt = Lopwr = Mopps .| (36.6)

Diese Beziehung ist auch auf die statisch bestlmmten Falle, vgl. (31.4)
anwendbar, was man leicht einsehen kann. :

Bei einer Storung durch Nachgiebigkeit eines Lagers war

£ (x) =‘F/;a[x) = L, (%) . (37.1)

In statisch unbestimmten Fillen kann man schreiben, vgl. (32.1),




l ;
= A, [HE)T0F) + Lo QN (P dF, 57D
/ |

l
Vo0 = Ay [(E) 06 F) b (F) df

[ | (37.3) .
+/a,of,a¢)z,,,,(;) ){,(f)a’f]/"a;/g) :

' {
b = 2y () Tl p) Y EVAE + Ly ICL) . G20
7

Darin ist

y/n? =/ //“W (x) L A(X).G'A’ (37.5)

die Kraft, die bei der normierten Eigenschwingung vom Lager an der
Storstelle 1, auf die Welle ausgeiibt wird. Man erkennt

Lye = Lo = Lopa - (37.6)

Auch diese Beziehung ist auf die statisch bestimmten Falle, vgl.(33.5),
anwendbar, wie leicht einzusehen ist.

6. DIE ANDERUNGEN DER EIGENWERTE UND DER EIGENFUNKTIONEN

Auf Grund des Vorangegangenen koénnen wir die Anderungen infolge von
Stérungen durch Quer- und Drehfedern sowie Stdrungen durch Nachgiebig-
keiten von Fiihrungen und Lagern berechnen. Es fehlen noch diejenigen
Anderungen die sich infolge von Stérungen durch einzelne Massen und
Scheiben (Massentrigheitsmomente) ergeben. Den EinfluB dieser Stérun-
gen konnen wir aber sofort angeben, denn bekanntlich, vgl. /27, braucht




man nur die Federkonstante

cq 2u ersetzen durch - ch%v = - B 7\,,_,"‘; (38.1)

wenn an derLStelle 1, der Welle statt der Federkraft die Trégheits-
kraft der Einzelmasse ch angreift. Ganz analog ist

cy 2u ersetzen durch  + O,y A = + O oM Mo, (38.2)

wobei das Plus-Zeicheh fir die Kreiselwirkung (im Gleichlauf) und das
‘Minus-Zeichen fiir die Trégheitswirkung (bei Biegeschwingungen) zu set-
zen ist. Ferner gilt bei einer sogenannten zwischengekoppelten Masse
bei einem Lager, vgl. Abb.19, '
9 1 s
h = — + , (38.3)
(o] G, . —mhah,,

so daB auch dieser EinfluB (vgl./[2]), beriicksichtigt werden kann, so-
fern hQ klein genug ist.

Abb.19: Zwischengekoppelte Masse

Wir kénnen jetzt den EinfluB aller in Tabelle 1 (siehe Seite 11) ange-
gebenen Stdrungen berechnen. Fir die praktische Durchfiihrung dieser -
" Rechnungen erscheinen noch einige Hinweise angebracht: Man beachte

stets, daB die Eigenfunktionen Y,(x) die Normierungsvorschrift (20.10)
‘erfiillen: '

{
//é(x) }:z(x) dx = T (39.1)
/] | £, g
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Die aus einem ungestérten Fall bekannten Eigenfunktionen ‘sind im all-
gemeinen nicht normiert. Diese nicht normierten Eigenfunktionen, die
wir mit W,(x) bezeichnen wollen, miissen also erst auf die normierte

Form gebracht werden. Es sei
(

/,aaf) W dx = q (39.2)

und ,
| X (x) = al,w, (39:3)

also : "
M_(x) -——’-a‘-’- }{(x) 2 o ‘(;9.4')

Die Konstante a muB nun so bestimmt werden, da q = 1 wird:

/4
Jran[§ ] chx
’c

'Mit (39.1) folgt aus (39.5)

(39.5)

./ .
a (39.6)

G

Die normierten Eigenfunktionen Y,(x) erh#lt man somit gem&B

I W T
ZIYUr) ==';7zf=11/ (X) = ——= = - (39.7)

aus den nicht normierten Eigenfunktionen W,(x).- 1In vielen Fdllen
werden die Eigenfunktionen nur punktweise vorliegen, z. B. als Ergebnis
einer Rechnung, der eine Welle mit Elnzelmassen und. dazwischenliegen-
den, nur elastischen Wellenstucken zu Grunde llegt Dann geht die Nor—
mlerungsvorschrlft uber in

Wy (x)

),,/(A;-) = - =~ ) (39.8)

VZ’”J W)’z(xf)

i=1
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worin der Index i zur Kennzeichnung der diskret liegenden Punkte X4
(i =1, 2,...,n) dient. Die normierten Neigungen, Momente und Quer-
krifte erhilt man genauso , indem man die nipht»normierten Werte

durch

Lt 2 vj '
. Zm, h/y (X,) . (39.9)

J =1
dividiert.

Ferner soll hier nochmals bemerkt werden, daBl bei gleichzeitigem Auf-
treten mehrerer Stdrungen die einzelnenvﬁnderungen der Eigenwerte und
Eigenfunktionen addiert bzw. linear superponiert werden kénnen, da nur
erste Ndherungen in Frage kommen.- In den Tabellen 2 und 3 sind die
Ergebnisse der Arbeit libersichtlich zusammengestellt.

SchlieBlich sei noch auf einen interessanten Zusammenhang hingewiesen:
Man kann die Ergebnisse fiir die Anderungen der Eigenwerte auch mit
Hilfe des Rayleighschen Quotienten erhalten. Bekanntlich ist der Eigen-
wert im ungestdrten Fall

A, = Lp (40.1)

Darin ist Ep die potentielle Energie und‘Eb die sogenannte bezogene
kinetische Energie der ungestorten Welle. Fir den gestdorten Eigenwert
kénnen wir schreiben '
~
~

X, =2 +A, = Lo+ ALy

= L (40.2)

£p
A E, +AE,

stp und ziEb sind darin die Anderungen der genénnten Energien.VWenn ,
ZlEp und ASEb klein sind und nur in erster Néherung berlicksichtigt
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Tabelle 2 v
Zusammenstellung der Formeln fiir die Anderungen
der Eigenwerte und Eigenfunktionen

Nicht normierte, ungestdérte Eigenfunktionen: Wv (x)

Ungestdrte Eigenwerte........ sumnawsamemaxsfe  Hg = w3
Gestorte Eigenwerte...... A LT s Ay = A F AN,
Gestdrte Eigenfunktionen....eeceececoeceass : Y, (x) =Y, + AY,(x)

Normierte, ungestdrte Eigenfunktionen:

W, (x) W, (xi)

bzw. };(x;) = '

" :

S=q

X) = ]
..
. V f/aw W)y (x) dx | Z m, h{)2.6\,,.)
0 , .

Nach Ziffer 3.2:

Y
| I
- &I = Y
y£; A“(AS —1)
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T abelle

3

Zusammenstellung‘der Stérparameter €, der Storfunktionen F.(x)

und der Integrale 1.,

Stérung £ E (%) Ioe
g
cq cq = ch)Y FcQ(x) = G(x,1.) ,Ich = Y,(1g)
— vgl. Ziff. 4.1 und
£ Ziff. 6 vgl., Ziff. 4.1 |vgl. Ziff. 5

+ Kreiselwirkung
- Drehtrédgheit

vgl. Ziff. 4.2 und

Ziff. 6 vgl. Ziff. 4.2 |vgl. Ziff. 5
X N R,
M Fr(x) = Mpy(x) | Topy = Moy

vgl. Ziff. 4.3

vgl. Ziff. 4.4 und
Ziff. 6

vgl. Ziff. 4.3

vgl, Ziff. 4.4

vgl. Ziff. 5

yng = Iynq

vgl. Ziff. 5
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werden sollen, folgt aus (40.2)

\
X, +40, ‘125
¥ ro= + 85 !
51+ BE)
\ Ep+AEy AL, - (40.3)
= 1"" T )
£, 45 £y
— P / L r; éltib-
£y &% & 7
Also ist wegen (40.1) o |
A), = 85 _ MAE, (40.4)
Y& &
Nun ist /
_ 7 2,,) | |
Z%; = EE'J(;AHYQ9 ;g; (23’61&’, . {4095) |
' 0 ' ,

und man erkennt den Zﬁsammenhang mit der Normierungsvorschrift (39.7).
Wenn wir zur Bildung von Ep und Eb bereits die normierten Eigenfunk-
tionen Yy(x) heranziehen, ist also '

83, =286, =2),AE,.  (40.6)

Im Falle einer Stdrung durch eine kleine Querfeder mit der Federkon-

stanten_cQ an der Stellei%. ist in erster Niaherung

1, 4 2
A5, =3q4kK [/5_) = 76 };(/E)’ (#1.1)
also mit (40.6) wegen AE, =0 | |

AE, = ¢4 KLY, (41.2)
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Ist die Stérung an dieser Stelle nicht durch diese Feder, sondern durch

die kleine Masse ch bedingt,- so ist ISEE,= O, aber (in erster Nihe-
rung)

| g
AEb='zsz:@ }fﬂe)v Lo WD

also mit (40.6)
1,2
Ahv = — COAV'K[/‘E)- B (42.2)

Im Falle der Stérung eines urspriinglich starren Lagers an der Stellele
durch Ubergang zu einem elastischen Lager mit der sehr groBen Feder-
konstanten'chQ‘bzw. der sehr kleinen Nachgiebigkeit

‘bq = o . (4;.1)

‘kann man schreiben '
R e

Abp =~z ). (43.2)

Die potentielle Energie der Welle mufl abnehmen (daher das Minuszeichen),
wenn an die Stelle eines starren Lagers ein elastisches Lager tritt,
denn die Welle setzt dann einer Verformung einen geringeren Widerstand
entgegen.

Nun ist
L0l ) = ~Che llte)r 3.3
also :
> . 1 7vdyn
KLt) = — o L, ). (4304

Mit (43.4) und (43.1) folgt aus (43.2)

48, = =44, [L%0,) ] (43.5)




In 2rster Nzherung ist daher
S - -7 dyn, - 6
AE, Zh [ ) - we
Aus (40.6) komﬁt “somit" Qegen AEb =0 |

AX, = — 4, [Z:y”//e QZZ (43.7)

Es eriibrigt sich, alle Anderungen der Eigenwerte in erster Niherung
hier noch einmal auf dem Wege iiber den Rayleighschen Quotienten her-
zuleiten., Es sollte lediglich auf diesen zweiten Weg hingewiesen werden,
und es ist fraglich, ob man ihn ohne Kenntnis der Ergebnisse beschrit-
ten hitte. Dies zeigt besonders das Vorgehen beim Ubergang von einem
starren zu einem etwas nachgiebigen Lager.

Zur Herleitung der Anderungen der Eigenfunktionen in erster Nidherung
diirfte es keinen einfacheren Weg als den {iber die Integralgleichung

geben,
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8. BEISPIELE
8.1 Beispiel 1

Wir betrachten den im ungestdrten Fall an den Enden gelenkig gelager-
ten Stab der Lénge 1 mit konstantem E, I und Pl vgl. 2iff.2, Abb'4
S. 15. Im gestérten Fall habe das rechte Lager die Nachgiebiskeit hQ2
Abb. 20 dient zur Erléuterung.

E,1, 4 =const.

hbz

Abb.20: Beispiel 1

Es sollen nun die Naherungsl8sungen fiir die ersten drei Eigenschwin-
gungen aufgestellt und mit den exakten Ldsungen verglichen werden.
Wir kénnen hier zwei Arten von Niherungslésungen angeben, némlich

a) die N&herungslésﬁngeh, die man, ausgehend von der Differential-
gleichung und den zugehbrigen Randbedingungen, erhélt, vgl.
Ziff.2, und |

b) die Niherungsldsungen, die sich, ausgehend von der Integral-
leichu ,ergeben, vgl. Tabelle 2, S. 44.

Man kann also zusidtzlich einen Vergleich dieser beiden Arten wvon
Néherﬁngslﬁsungen vornehmen. Wir werden sehen, dafB sich die jeweili-
gen‘Néherungen fir die gestdrten Eigenwerte nicht unterscheiden, wohl
aber die jeweiligen Nidherungen fiir die gestdrten Eigenfunktionen.

Um einen zahlenméfigen Verglelch durchfiihren zu kénnen, mufl der Stor-
parameter hQ2 niher festgelegt werden. Es geniigt, die Nachgiebigkeit

des Lagers in eine feste Beziehung zur Nachgiebigkeit des Stabes zu.

setzen. Die Durchsenkung in der Mitte des ungestﬁrten Stabes infolge

einer dort angreifenden Kraft P ist bekanntlich, vgl. Abb.21,

P
£ = wEr

(44.1)




DR /A ’ip
757”‘“~[7(F"/
- A {

Abb.21: Zur Herleitung der Nachgiebigkeit hQ2

Die Nachgiebigkeit an dieser Stelle wird somit

=5 Y8FI ° (-2
Wir setzen | ’
| £ 1 C (44.3)
hoa = FooEr = 10 ¥ '

In Ziff.2 wurden bereits die ungestdrten Eigenwerte, vgl. (12.6),

= w, = (;I)yff (45.1)

und die ungestérten (nicht normierten) Eigenfunktionen, vgl. (12.2)
und (12.4),

W, x) = Ao sin -'-’[—ZX - (45.2)
mit der beliebigen Konstanten A, bestimmt. Wir schreiben hier Wy(x)
statt Y,(x), vgl. (12.2), weil fiir den erwidhnten Vergleich - im Gegen~-
satz zu Ziff.2 - der Unterschied zwischen normierten und nicht nor-
mierten Funktionen zu beachten ist. Ein Vergleich der Funktionen kann
nur sinnvollvsein, wenn alle Funktionen die gleiche .Normierungsbedin-
gung, bei uns ist es die Bedingung (39.7), erfilllen. Die normierten
ungestérten Eigenfunktionen folgen mit (39.7) zu |
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A, sin i‘*/T ' |
p (45.3)
VZa (4, sin 2Ey )’ TR
Y ) = V;zzr sin <~ "’r X. (45.4)

Wenn wir

- ]/i | :
A i ol | (45.5)

setzen, kénnen wir also fiir W,(x) auch Y,(x) schreiben und die in
Ziff.2 hergeleiteten Beziehungen fiir die Anderungen der Eigenfunktio-
nen iibernehmen. Mit (12.4), (14), (15), (16.10), (16.14) und (45.5)
folgt, da auBer hQ2 kein weiterer StOrparameter auftritt,

| 2 2 é6 o
AN, = —/702/‘7 (EI) (—‘-2—72- ; ~ (46.1)

cos »7T z'

A0 = —#, ;/'," L (or)’ [ o523, vE
+?"-cos %zx] (46.2)

Wenn in (46.1) und (46.2) der Wert fiir h > gemiB (44.3) eingesetzt
wird, kommt bei Beriicksichtigung von (45.1)

» 2
ar = =2 2 - e
(Vi") CosPX 4. pF
- L
Ay ) ul 1000 Tinv?l‘ Pom 4

(46.4)
X v '
+ICOSIX]'
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Damit sind die Knderungen der Eigenwerte und der Eigenfunktionen auf
dem Wege iiber die Differentialgleichung und die Randbedingungen ge-
funden.

Der Weg ilber die Integralgleichung liefert unter Zuhilfenahme der
Tabellen 2 und 3 auf den Seiten 44 und 45

2 | -
AN, == hyy Lopoz, -

AY, ) = A’: Y0

Z
+ hoz 'Z;hQZZ k"021) (X) (47.2)

k%v
‘”’az Lhm ";02("') .
| Es ist, vgl. (37.5), l

!

4

naz = Longa = [ pe0 Y00 Lygy 0 dlx . 2.9

Mit (33.5),

Fbaz (x) = Lhaé (x) = — -;— ) (47.4)

wird unter Beachtung von (45 1) und (45.4)

rhaz = (Pz) L2 I y__VSm -—X (— —) dx (47;5)
r’h02 = V__' (Vlt " EI ()( sin <5~ Xd)’ (47.6)
ﬁm = f (PF) [ y; /_cosn](w.?)
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| Lonq2 =V,a—22 fI(!ZZ)s("ﬁP,

(47.8)

]/2 ' xkx\3, K
Mit (47.8) und (47. 4) folgt aus (47 1) und (47.2) ’
AN, = — 02/41 (£I) ("z) | B (47.9)
]/2' 2 PR A
— £ (- )" (:43 - SIn -’—;!X > (47.10)
(Ol |
Y X
+(-1) T )

Man erkennt, daB die Anderungen der Eigenwerte (47.9) und (46.1)
iibereinstimmen, nicht aber die Anderungen der Eigenfunktionen (47.10)
und (46.2).

Wenn hQ2 gemdaB (44.3) in (47.9) und (47.10) eingesetzt wird, kommt




(2»2')2
1000

Ay, (x) = —F .5(‘;/:) [ =5 Sn M"’

——(‘4),)2 [(k)'f ‘(7 S”JAﬂ (47.12)

Kp

Ady=— A , (47.41)

# (-1)"

Jetzt sollen die exakten Lésungen des gestérten Problems bestimmt
werden. Dies geschieht am einfachsten iliber die Differentialgleichung
und die Randbedingungen. Die bereits eingefiihrten Bezeichnungen werden
bis auf eine kleine Anderung beibehalten. Diese Anderung besteht in
der Hinzufiigung des Buchstabens e als Index. |

-

Die Differentialgleichung lautet

W — fow Woplx) =0 (48.1)
mit :
~Y Y £q9 g : '
Koo = ey 77 = Der & (48.2)

vel. (9), (13), (14) und (15). Die sllgemeine Losung von (48.1) ist,
vgl. (11),

Wep () = Apy Sin oo, ¥ +Bepf_0"‘z;rx -

+Cop Tt Fop ¥+ Ly Lof Py ¥
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Die Randbedingungen sind

PV@p (Cl) =0,

Wy, (0) = 0,

Wep (1) = 0,

| Moy 7 N
EI W) () = - We, () .
Mit (48.4) und (48.5) folgt aus (48.3)

Aus (48.6) folgt

’%V N Aley 7""”"'};;'[.

Aus (48.7) kommt mit (48.9)

2
Pa2 2 fep

hQ2 gemdl (44.3) in (48.10) eingesetzt, liefert

_(%39}953 + col kol — Lot dppl =0 .
ey . |

Die ersten drei Losungen von (48.41) sind.

N\

K 0 = 31123 ;
"Zz( = 6)7003 )
ozl = 9,0242 .

4

s

=5 1 ol — Gtdpyl =0.

(48.4)

(48.5)
(48.6)

(48.7)

(48.8)‘

(48.9)

(48.10)

(48.11)l

(48.12)
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Die zugehdrigen Eigenwerte Aev kann man mit (48.2) wie folgt angebenz

~ &
Aey = 93,833 1., 3

e °"/ il (48.13)
293 = 6631,7 - «lv' )

Mit (48. 12) kénnen auch die Werte fir (C/A) ap gemaB (118 9) naher be-
stimmt werden: : ST :

(%)ear = »‘216'”'-7’0’ -: 
'(%:)ez = — 0,817 9072 50, o BRI
(%ea = 0.09%: 27, ‘

Wegen (48.8) folgt aus (48.3)
| ~y s . — ~/ . ~/
h/e,, (yv) = /9” [S/ﬁker f-(?)e,, Tm«fe‘,d - (48.15)

Das sind die nicht normierten Eigenfunktionen. 'Die Normierung geméf
(39.7) liefert fir v=1, 2, 3 '

y 7/‘“_2_
/984 e 0,386 /al ;

- &3 ' |
Hez = 0,952 /ul ) »(48.16)

Damit sind die ersten drei normierten exakten Eigenfunktionen des ge-
stiirten Problems bekannt. Sie kénnen gemeinsam mit den verschiedenen,
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niherungsweise ermittelten Eigenfunktionen iiber einer § - Achse
aufgetragen werden. Dies ist in den Abbildungen 22 bis 24 geschehen.
AuBerdem sind dort die Zahlenwerte fir die zugehdrigen Eigenkreisfre-
Quenzen und die Abweichungen von den ungestérten Werten angegeben.
Die in den Abbildungen benutzten Abkiirzungen haben die folgende Be-

?;v(x);........'v-te, exakt berechnete gestdrte Eigenfunktion,

YvD l(x)....... v-te, nidherungsweise iiber Differentialgleichung und
gL Randbedingungen berechnete gesttrte Eigenfunktion,

~ :
YVIgl(x>""“' v~-te, ndherungsweise iiber die Integralgleichung
berechnete gestdrte Eigenfunktion,

Wy eeeeseesses. v-te ungestérte Eigenkreisfrequenz,
UJev""’f“"‘ v-te, exakt berechnete gestdrte Eigenkreisf:equenz,

Wyeeeseseasss. P~-te, niherungsweise berechnete gestdrte Eigenkreis-
frequenz. \




Bemerkung
e,](x) und qugl(x) fallen bei der
vorliegenden Zelchengenauigkeit :

Zusammen.
W, = 9,870 3
1 ’ '
x 1
- W
w 9,687 1 3 610) 1 . - 1,9 %
1
1 p
Da -
D, = 9,673 — T —1 - -2,09%
1
&1

-Abb.22: Erste Eigenfunktion des Stabes mit konstantem Querschnitt
(Beispiel 1, Stérung durch ein querelastisches Lager)
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Abb.23: Zweite Eigenfunktion des Stabes mit konstantem Querschnitt
‘ (Beispiel 1, Stérung durch ein querelastisches Lager)




Abb.24: Dritte Eigenfunktion des
Stabes mit konstantem
Quersehnitt (Beispiel 1,
Stérung durch ein quer-
elastisches Lager)




8.2 Belspiel 2

Es soll die in- Abb 26 dargestellte dreifach gelagerte Maschinenwelle
aus Stahl untersucht werden. Zunéchst sind fiir den ungestorten Fall
und fur‘verschledene gestorte Falle die ersten drei ‘kritischen Dreh-
zahlen und die zugehdrigen Eigenfunktionen auf exaktem Wege (d.h. mit
Hilfe der Verfahren mit;Ubértragungsmatrizen [é, 5,_&] ) zu bestimmen.
Danach sollen die Naherungsldésungen gemdB Tabelle 2 berechnet und mit
den zuvor genannten Werten und Funktionen verglichen werden. Die Sto-
rungen, die getrennt voneinander untersucht werden sollen, sind

a)

b)

Stérungen infblgejder Kreiselwirkung einer am linken_Ende,der
Welle angebrachten Drehtrdgheit 6 = 0,01 kp cm 32, sie ent-

 spricht etwa der Drehtrigheit einer Stahlscheibe von 13 cm

Durchmesser und “1cm Breite. Abb.25 soll diese Stérung ver-
anschaulichen.

@- 001 7(,0 om §2

A A

- Abb 25: Vereinfachte Darstellung der Storung durch Kreisel-

wirkung (vgl Abb.28 bis Abb.30)

In den Abbildungen 28 bis 30 sind die ersten drei Eigenfunk-
tionen der ungestorten und der durch’ die Kreiselw1rkung ge-
storten Welle dargestellt ‘

Stérungén‘infolgeieiner Nachgiebigkeit des mittleren Lagers
von h = 10f§ cm/kp, die etwa 1/20 der Wellennachgiebigkeit
betrdgt. Wenn man nimlich das mittlere Lagér entfernt und

dort eine Kraft vdn P = 1000 kp anbringt, senkt sich die
Welle an dieser Stelle um f = 0,02176 cm. Man erhalt daraus

die Wellensteifigkeit
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Punkimassen: m, = 00010193 X22° , m _= 0,00087%s %25 , m,, =o0,0000611 L . Ml §s 22
A 7 & | o L4 crm 2 om M= 1:2,5
Abb.26: Dreifach gelagerte Welle (Beispiel 2)
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£y k
cf-zsueooo—ﬁz 5000033,
S0 daB die Federkonstante des Lagers
- 10° -P-z 20cf
‘wird. Abb.27 dient zur Veranschaulichung dieser: Stbrung.

e c=4o££¢f'

Abb.27: Vereinfachte Darstellung der Stérung durch die
| Nachgiebigkeit des mittleren Lagers (vgl Abb. 31
und Abb.32)

Die ersten beiden Eigenfunktionen der ungestérten und der
durch die Lagernachgiebigkeit gestdrten Wellé”sind den Ab-
‘bildungen 31 und 32 zu entnehmen. Auf die Darstellung der

ungestérten und gestdorten dritten Eigenfunktibn mullte vér-,
zichtet'werden; well die néherunSSweise Berechnung des ge~
stérten Eigenwertes bereits auf ein negatives Quadrat der

Eigenkreisfrequenz,also‘zu einem sinnlosen Ergebnié'fﬁhrte.

In den Abbildungen 28 bis 32 bedeuten

Yv(x)...... die v-te ungestorte Eigenfunktion,
Yev(x)“"' die v-te exakt berechnete gestérte Eigenfunktion,

?;(x)...... die v-te nidherungsweise (nach Tabelle 2) berechnete
gestorte Eigenfunktion,

peereeees. die y-te ungestdrte kritische Drehzahl,
die v-te exakt berechnete gestorte kritische Drehzahl,

peesesses. die v-te ndherungsweise (nach Tabelle 2) berechnete
gestorte kritische Drehzahl.
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Mit einer Ausnahme wurden alle Rechnungen mit einem Digitalrechner
ZUSE Z 23 durchgefiihrt. Die Ausnahme bildete die exakte Berechnung der
durch die Lagernachgiebigkeit gestdrten Welle. Die dafiir erforderlichen
Rechnungen wurden mit dem Digitalrechner IBM 1410 bel der AEG-Turbinen-
fabrik vorgenommen. Der Grund war das Auftreten von Differenzen etwa
gleich grofer Zahlen. Dieser Umstand ergab sich bei beiden Maschinen
aus den Jjeweiligen Programmen. Aber das Programm fiir die ZUSE 2 23

war nur_fur Rechnungen mit einer Wortliange von 9 Ziffern vorgesehen -
im Gegensatz zu 15 Ziffern bei. der IBM 1410. Es zeigte sich, daB bei
der Differenzbildung etwa die ersten 8 Ziffern verloren gingen, daB
also die Rechnung mit einer wesentlich grdfleren Wortlange erforderlich
war.

AuBerdeﬁ stimmten die Programme in den ihnen zu Grunde gelegten Berech-
nungsverfahren nicht {iberein. Wiahrend das Programm der ZUSE Z 23 die
kontinuierliche Massenbelegung eines Wellenstlickes weitgehend beriick-
sichtigte, sah das fiir die IBM 1410 vorgesehene Programm nur eine Auf-
teilung der Welle in Punktmassen mit dazwischen liegenden nur elasti- |
schen Wellenstiicken vor.- Fir den ungestérten Fall wurden die auf
beiden Maschinen erhaltenen Ergebnisse verglichen. Die Abweichungen bei
den kritischen Drehzahlen und den Eigenfunktionswerten lagen bei etwa
1%. Die bei der IBM-Rechnung erhaltenen Werte fiir die kritischen Dreh-
zahlen bei elastischem Lager wurden diesen Abweichungen entsprechend
umgerechnet Die auf den verschiedenen Wegen erhaltenen ungestdrten
Eigenfunktionen stimmten im Rahmen der Zeichengenauigkeit iiberein, so
dafl sicher angenommen werden kann, daB die gestdrten Funktionen in den
Abbildungen 31 und 32 richtig wiedergegeben sind.
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44 799 U/min,
46 197 U/min,
46 186 U/min.
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_e1 1 _ 3,12 %,

= 3,10 %.

Abb.28: Erste Eigenfuhktion der dreifach gelagerten Welle
(Beispiel 2, Stérung durch Kreiselwirkung)
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129 118 U/min,

n2 =
ﬁea = 129 571 U/min,
i, = 129 977 U/min.
N, -n
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"e_i'_—' = 0,428 %,
2
i, - n,
<2 . 0,665 %.
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Abb.29: Zweite Eigenfunktion der dreifach gelagerten Welle
(Beispiel 2, Stérung durch Kreiselwirkung)
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Nz = 161 503 U/min,
ﬁe} = 162 031 U/min,
53 = 162 529 U/min.
Eséﬁg_fi = 0,326 %,
A, = n |

_éﬁg__i = 0,635 %.

Abb,30: Dritte Eigenfunktion der dreifach gelagerten
Welle (Beispiel 2, Stdrung durch Kreisel-
wirkung)
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n, = 44 799 U/min,
n o1 = 44 333 U/min,
ﬁ1 = 44 381 U/min,

Abb.31: Erste Eigenfunktion der dreifach gelagerten Welle
(Beispiel 2, Stdérung durch elastisches Lager)
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Yo(x)
"v"'."‘-""'f""'" 'fea(x) ) ‘ ‘ v ‘
ié(X) : ) : : . - .['5

129 118 U/min, o . \ /
195 159 U/min, -\
116 991 U/min. |

bln:):i
!

[
n
H

N, -n '
e2 2 _ _ 26,3 %,

= = 9;39 %-

Abb.32: Zweite Elgenfunktlon der dreifach gelagerten Welle
~ (Beispiel 2, Stérung durch elastisches Lager)
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8.3 Beispiel 3

Es soll die in Abb. 35 dargestellte, zweifach gelagerte Maschinenwelle
aus Stahl genauso- untersucht werden wie im vorangegangenen Beispiel.
Die Welle stimmt mit der in Beispiél 2 untersuchten Welle iiberein,
wenn man dort das rechte Lager entfernt und das diesem Lager benach-
barte Wellenstiick VOn'3,2'cmd entfernt. Die Stérungen, die wieder
getrennt voneinander betrachtet werden sollen, sind

a) Storungen infolge von Kreiselwirkungen einer am linken Ende

und einer an der Stelle 18/19 angebrachten Drehtrigheit

9 = 0,01 kp cm s (vgl. Beispiel 2) Abb. 33 soll diese St&-

i'rung veranschaullchen.

b)

@ =001 kpoms® | 6=0,01kpems®

Abb. 33%: Vereinfachte’Darstellung der Stérung durch Kreisel-
wirkungen (vgl. Abb.36 bis Abb.38)

In den Abbildungen 36 bis 38 sind die ersten drei Eigenfunk-
tionen der ungestdrten und der durch die Kreiselwirkungen
gestérten Welle dargestellt.

Stérungen infolge von Nachgiebigkeiten beider Lager von
Jjeweils h = 10'6cm/kp (vgl. Beispiel 2). Zur Veranschauli-
chung dieser Stérungen dient Abb.38. -

Abb.34: Vereinfachte Darstellung der Stdrung durch elastische
Lager (vgl. Abb.39 und Abb. 40)
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Die ersten beiden‘Eigenfunktionen der ungestdrten und der
durch die Lagernachgiebigkeiten gestorten Welle sind den
Abbildungen 39 und 40 zu entnehmen. Auf die Darstellung der
ungestorten und gestoérten dritten Eigenfunktion muBte ver-
zichtet werden, well die ndherungsweise Berechnung des ge-
stérten Eigenwertes wieder auf ein negatives Quadrat der
Eigenkreisfrequenz,also zu einem sinnlosen Ergebnis fiihrte.

Die in den Abbildungen 36 bis 40 benutzten Bezeichnungen haben die
gleiche Bedeutung wie in Beispiel 2 (vgl. Seite 63).

Zu den Rechenverfahren und den behutzten Digitalrechnern sind eben-
falls die gleichen Bemerkungen zu machen wie im vorangegangenen
Beispiel. '
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Abb.35: Zweifach gelagerte Welle (Beispiel 3)
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\______’/

n, = 44 343 U/min,

n_, = 45 705 U/min ., -n
~e1 ’ , _Elﬁ___l = 3,07 %
n, = 45692 U/min. : 1
B, - n
T - 3049
1

Abb.36: Erste Eigenfunktion der zweifach gelagerten Welle
(Beispiel 3, Stérung durch Kreiselwirkungen)
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49 499 U/min,
382 = 51 405 U/min,
51 338 U/min,

n
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Abb.37: Zweite Eigenfunktion der zweifach
gelagerten Welle (Beispiel 3, Sto-
rung durch Kreiselwirkungen)




ny = 140‘397 U/min,
= 142 580 U/min,
ﬁj = 143 408 U/min.

Abb.38: Dritte Eigenfunktion‘der zweifach gelagerten Welle
(Beispiel 3, Stdrung durch Kreiselwirkungen)
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1, (x)
ie’](x), ,
?1(x)

Abb.

= 44 343 U/min,
= 42 541 U/min,
43 136 U/min. 14 .

39: Erste Eigenfunktion der zweifach gelagerten Welle

(Beispiel 3, Stérung durch elastisohe Lager)
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n2 = 49 479 u/ min,
i, = 45 478 U/min.

213

- n

_Egﬁ___g = - 6,45 %,
2 ‘

Oy = Iy

5 = - 8,09 %.

Abb. 40: Zweite Eigenfunktion der zweifach
gelagerten Welle (Beispiel 3, 8t6-
rung durch elastische Lager)







