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Ausgehend ·von der Integralgleichung für die Biegeeigenschwin­
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lenkung, Neigung, Moment und Querkraft an diskreten Stellen 
der Welle zu yerstehen. Von besonderem Interesse dürften die 
Aenderungen sein, die sich beim Uebergang von ursprünglich 
starren Lagern zti etwas nachgiebigen.Lagern ergeben. Das ~lei­
che gilt_ auch für die Berücksichtigung der Kreiselwirkung von 
Scheiben. Mit Hilfe der als bekannt vorausgesetzten Eigenwer­
te· und Eigenfunktionen eines ungestörten Falles lassen sich 
einfache Resultate erzielen. Die Formeln für .die Aenderungen 
der Eigenwerte bzw. der biegekritischen Drehzahlen sind be­
sonders einfach und anschaulich und daher für die Praxis von . 
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ÜBERBLICK 

Es wird untersucht, wie sich die Biegeeigenschwingungen von Maschinen­
wellen infolge kleiner Störungen ·der Randbedingungen ·in erster Nähe-

, ' ·•.•. > 

rung ändern~ Unter Randbedingungen verstehen .wir hier alle Bedingungen 
überAlislenkung, Nei~ng, Moment und Querkraft an diskreten Stellen 
der Welle. Von besonderem' Interesse dür_ften die Än,derungen sein, die 
sich bei~ Uberga11g ·von ur·sprünglich star~en Lagern zu etwas nachgiebi­
gen Lagern _ergeben. Das gl ·e-iche gilt auch für den Einfluß der Kreisel­
wirkung von Scheiben. Eine vollständige Übersicht über alle untersuch­
ten Störungen findet man auf Seite _11. Es zeigt sich, daß ,unte_r Zuhil­
fenahme der vom ungestörten Fall her bekannten Werte .und Funktionen 

. , - . . . 

einfache und anschauliche Resultate zu erzielen sind. Die Formeln für 
die Änderungen der Eigenverte bz~. der biegekritischen Drehzahlen sind 
besonders einfach und daher sicher von größerem praktischen Interesse. 
Die Formeln für die Änderungen der Eigenfunktionen dürften sich in 
vielen Fällen ebenfalls als nützlich erweisen. Mehrere Beispiele am 
Ende der Arbeit dienen zur Erläuterung. 

Das Resultat für die Änderung der Eigenverte infolge eines etwas nach­
giebigen Lagers soll vonreggenommen verden. Es gilt in erster Näherung 

A >t)' = - h C . -- -- - - -- - Q - .PhQ --- -
Darin bedeutet Lt>.., · die Änderung des 1>-ten Eigenvertes einer beliebigen 
Masc~inenwelle, -- wenn das Lager an: der Stelle ·le dieser Welle nicht mehr 

_ starr, sondern etwas nachgiebig ist. hQ ist die Nachgiebigkeit (rezi- · 
proke Federkonstante) des Lagers und .der Wert LYhQ die im starren Lager 
(ungestörter Fall) auftretende Kraft bei , der v-ten Eigenschwingung, die 
noch einer bekannten .Normierungsvorschrift unterliegt. Im Falle mehrere! 
nachgiebiger Lager ergibt sich die gesamte Änderung durch Addition der 
einzelnen Änderungen. Man kann dabei den Einfluß jedes einzelnen Lagers 
schnell überblicken. 
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Wenn die Berechnung der starr gelagerten Welle von einem Digitalrech­
ner durchgeführt wird, ist es leicht möglich, die Zahlenwerte für 

2 
L„1,rx 

durch ein kurzes Zusatzprogramm berechnen und mit ausdrucken zu lassen. 
Mit Hilfe eines Rechenstabes kann dann in wenigen Minuten der Einfluß 
der Lagernachgiebigkeiten auf die Änderung der Eigenwerte bestimmt 
werden. Dadurch ist in vielen Fällen (wenn nämlich eine erste Näherung 
ausreicht) ein häufiges Wiederholen von Rechnungen mit dem Digitalrech­
ner vermeidbar. 

Ganz analoge Beziehungen ergeben sich für die anderen hier untersuch­
ten Störungen. Die Ergebnisse für alle in Frage kommenden Änderungen 
der Eigenwerte und Eigenfunktionen sind auf den Seiten 44 und 45 zu 
Tabellen zusammengefaßt. 

e. 
Abb.1: Die Abhängigkeit eines Eigenwertes 

von einem Störparameter 

Durch Abb.1 soll veranschaulicht werden, daß man die Abhängigkeit 
' ,V 

eines gestörten Eigenwertes ).a' von einem Störparameter E. in erster 
Näherung durch eine Tangente im Punkte (Ai, e ~ 0) ersetzt. X~ist 
der ungestörte Eigenwert (das Quadrat der Eigenkreisfrequenz c,,>,,). 
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B e d e u t u n g 

nicht normierte ungestörte "'-te Eigenfunktion · 
Ort einer Auslenkung 
orts~ und _zeitabhängige Auslenkung 
normierte · ungestörte "-te Eigenfunktion · 
(inZiff.2 Normierung nicht notwendig) 

.Ein /J. vor einem Zeichen bedeutet stets die ·. 
Abweichung des dahinter stehenden Ausdruckes . 
von seinem ungestörten _Wert · 
Störparameter 
Drehträgheit oder Massenträgheitsmoment 
Eigenwert der v-ten Eigenschwingung, >..,•eo~ 
Massenbeleglcigsfunktion • a • , • .. . 

v laufender Iridex: \) • 1, 2, ••• 
' - .. \ 

~ Angriffsstelle einer Last, 

f)> (x) • l/;u(x)' ·-Y.,.,(x) 

~
6 
(x) = -y1u(x)' F

6 
(x) 

wi · Eigenfrequenz der v-ten Eigenschwingung 

Näheres 
aut 

Seite 

42 

13 
13 

13 •. 

10, · 24 

9~ 27 
41 

16, -22 
13 
1.4, 22 
20 

. 22 

27 . 

13 



9 

1. EINLEITUNG 

wenn man Störungsrechnung betreibt, hat man es stets mit einem unge­
störten und einem gestörten Problem zu tun. Das gestörte Problem 
weicht dabei in der Regel nur wenig vom ungestörten ab. Die Lösung 
des ungestörten Problems wird als bekannt ~orausgesetzt. Das gestörte 
Problem ist also gelöst, wenn die Abweichungen durch Funktionen und 
Werte des ungestörten Problems und gegebene Störparameter ausgedrückt 
werden . können. Dies ist hier der Fall.- D~s ~ngestörte Problem be­
steht in der Ermittlung der Biegeeigenschwingungen, also insbesondere 
auch der Biegeeigenfrequenzen (biegekritischen Drehzahlen) mehrfach 
gelagerter Maschinenwellen. Die behandelten Störungen sind auf Seite11 
zusammengestellt. 

Die Ursprünge der Störungsrechnung kommen aus der Astronomie. Die 
mathematische Fundierung geht auf den französischen Mathematiker · 
Poincare (1854-1912) zurück. Heute wird die Störungsrechnung bei den 
verschiedensten wissenschaftlichen und technischen Problemen angewandt. 
Die Methode könnte auch "Entwicklung nach Potenzen eines kleinen Para­
meters" heißen. Es sei z.B. y

0
(x) die bekannte Lösung eines Problems, 

das durch eine Differentialgleichung und die erforderlichen Randbedin­
gungen charakterisiert ist. Tritt in der Differentialgleichung oder in 
den Randbedingungen eine durch einen Störparametere gekennzeich~ete 
Störung auf, so setzt man die Lösung y(x) dieses nunmehr gestörten 
Problems im Sinne der Störungsrechnung wie folgt an: 

(1.1) 

Man''entwickelt" nach Potenzen des Störparameters. Die Funktionen 
y<◄ )<x>,y121cx), , ... sind darin noch unbekannt; sie müssen auf Grund geeigne­
ter Zusatzbedingungen bestimmt werden. Die Reihe muß n~türlich konver­
gieren. Wenn E. genügend klein ist, wird man im allgemeinen mit wenigen 
Gliedern auskommen. 

Treten statt eines Störparameters mehrere, z.B. zwei Störparamete~e1 

und ~z, auf, ·so . tritt an die Stelle von ( 1.1) der Ansatz 

Y CX) == Y
0 

(X) + e
1 
y (,ro) (X) 

+ E
1
2 y<2o)(k) 

+ E2 y(O'l)(X) 

( 1-t) 2 (02.) 
-1- c1 E2 y (K) f E2 y (X) ... 

(1.2) 
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Sieht man die Größe des Störparameters e. als klein an, so :darf man · in 
e~f>ter Näherung die höheren Potenzen vernachlässigen, macht .also den 
in s. .linearen Näherungsansatz : 

,-J . . . ' 

yCx) = ~Oe)+ e.,~.,(X) + E~Ye.z<x) 'f .: .. + 'EnYE,,~), ; (1.3) 

worin · jetzt die zu den Störparametern . E1 , E2, .. .. , En gehörenden , ~rik:­
tionen der· übersic~tlicheren Schreibweise .: w_egen ~it . Ye 1 (,c), Ye 2 (x), ... 
• • • , _ yE n (x) bezeichnet sind. - In diesem Sinne wollen wir unse~ Pro-

., ~lem behandeln. Da es sich um ein Eigenwertproblem handelt, werden 
sich sowohl die Eigenwerte ,\, als auch die Eigenfunktionen Yv(x) 

( \> = 1, 2, ..• ) um die Werte ~Av bzw •. um d~e Funktionen /J. ~(x) ändern. 
Im Sinne von (1.3) setzen wir für diese Änderungen an 

A·A; == E4 >.~~,f + .!2 Al'!Z + ... +·IEnA~u, J 
. - ·- .. ·c , • 

(2.1) 
. . , ,... ' , .. 

·. 6 ~ (~) · = E1 'tl1 (X) -+ Ez y,,Ez (X) +-. · ~ + En ~~j, (X) · 
. .. ,- ,. ! . ' . ' ;· -

(2.2) 

Außerdem benutzen wir eine Schlange (,V) als Kurzkennzeichnung _für. 
die gestörten Ausdrilc].{e und. zur leichten Unterscheidung von. den unge­
störten Ausdrücken A" und · Y" ( x): 

,V 

~" · == ~i -~ 6A,,, 
"V 

)t (>l} = ·>:(X) + L1:X: (X}~ 
. ' -

Gegenstand unserer Untersuchungen ist eine in_ beliebiger . Weise abge-
setzte Maschinenwelle, .die an beliebig viel~n Stellen gelagert oder 

-· . ' . .. ·-· ' , , .. - . ' ,. . .. . . ' 

geführt und irgendwie mit Einzelmassen .und Einzelscheiben besetzt 
sein kann (Abb.2) 

/ 1-Fif • · 1 

Einzelmasse ' . Einzelschs,'he 

Abb.2: Beispiel für eine beliebige Maschinenwelle 
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Die Untersuchungen gel te11 den. Änderungen . de~: Eigenwerte., und, der . Eigen­
funktionen· solcher Maschinenw~llen, wenn Störungen auftreten, -, die in 
Tabelle 1 zusammengestellt sind. , In. dieser Zusammenstellung wurden 
die Störungep. in vier Gruppen eingeteilt. Diese ,Einteilung erweist . · 
sich im weiteren Verlauf der Arbeit als zweckmäßig: Die· in den Gruppen 
1, 2, 3 und 4 aufgeführten Störungen hängen nämlich in erster Nähe­
rung jeweils von der Auslenkung, der Neigung, dem Momentensprung und 
dem Querkraftsprung an den zugehörigen Stellen der ungestörten : 'Maschi-
nenwelle ab. 

T a b e 1 1 e 1 
Zusammenstellung aller untersuchten Störungen 

' l ·, ~ 

Gruppe 1: Störungen durch kleine querelastische Federn zwischen 
Welle und Fundament oder durch ge~inge Änderungen der 
Federkonstanten von bereits vorhandenen Querfedern. 
Ferner Störungen infolge des Hinzukommens kleiner Einzel­
massen oder infolge kleiner Änderungen von Einzelmassen. 

Gruppe 2: Störungen durch kleine drehelastische Federn zwischen 
Welle und Fundament oder durch geringe Änderungen der 
Federkonstanten von bereits vorhandenen Drehfedern. 
Ferner Störungen infolge neuen Hinzutretens kleiner 
Massenträgheitsmomente sowie Störungen infolge Berück­
sichtiQlllg von Kreiselwirkungen oder infolge kleiner 
Änderungen bereits .vorhandener Massenträgheitsmomente 
bzw. Kreiselwirkungen. 

Gruppe 3: Störungen infolge kleiner Nachgiebigkeiten ursprünglich 
starrer Führungen. 

Gruppe 4: Störungen infolge kleiner Nachgiebigkeiten ursprünglich 
starrer Lager, Störungen durch zwischengekoppelte .. Massen 
(Abb.19, : ~~ite 41). 

Charakteristisch für alle Störungen ist,· daß . sie · an dislcreten Stellen 
der Welle auftreten, also nicht über ein Stück der Wellenlänge verteilt 
sind~ 
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Das •' Problem kann, ausgehend von der zugehörigen Differentialgleichung 
einschließlich der ;Randbedingungen oder ausgehend von der zugehörigen 
Integralgleichung,behandelt werden. Der Weg über die Integralgleichung 
erweist sich als weitaus besser geeignet ., Zur . Einführung wird jedoch 
zunächst unter Ziff.2 an H~nd eines Beispiel~ der erste Weg ver~o~g~. 

Aus Abb.3 geht die Vorzeichenfestlegung hervor; die Pfeile kennzeich­
nen die positiven Richtungen. Wir b~tra~hten die Biegeeigenschwingun- . 
gen in de;_. durch :das skizzierte Koordinatensystem festgelegten Ebene. 

Auslenlcungen, 
äußere l<räfte M 

~! 
Q 

Winkel (Neigungen), 
itu/Jere Momente · 

'Koordinatentirsptung ·. 
stets am linken Wellenende 

Abb.3: Zur Vorzeichenfestleeung 

Schnittlasten 

Wellenadls• 

Die für die Biegeeigenschwingungen gültigen Formeln unterscheiden sich 
bekanntlich, · vgl. [2], nur dann von deri für die bei der , Rotation . der 
Welle möglich~n kri tlsch.en Auslenkformen und Frequenzen (biegekri ti­
schen Dr.ehzah.len), wenn Drehma~sen g auftreten. Es ist dann die .Krei­
selwirkung dieser Scheiben zu berücksichtigen. Wir gehen in dieser 
Arbeit nur auf den meist interessierenden Fall der Kreiselwirkung im 
Gleichlauf ein. 
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2. AUSGANGSPUNKT DIFFERENTIALGLEICHUNG MIT RANDBEDINGUNGEN 

Den Untersuchungen über die .freien Schwingungen von Maschinenwellen 
liegt im allgemeinen die partielle Differentialgleichung (4) zu Grunde: 

(4) 

Hierin bedeuten y(x,t) die orts- und zeitabhängige Auslenkung der 
Welle, Ederen Elastizitätsmodul, I(x) den Verlauf des axialen Flächen­
trägheitsmomentes und 1u(x) die Massenverteilung je Längeneinheit der 
Welle. Der Produktansatz 

führt mit (4) auf die gewöhnliche Differentialgleichung · 

d2 TttJ + 4)2 Tft) = 0 
dt2 

(5) 

(6) 

für die Zeitfunktion T(t) mit zunächst noch unbestimmtemw und auf 
die gewöhnliche Differentialgleichung 

für die Ortsfunktion Y(x). Die allgemeine Lösung von (6) ist bekannt­
lich 

T(t) = (8) 

mit den frei wählbaren Konstanten A,r und BT und der hier als Kreis­
frequenz erkennbaren Konstanten Ce). Die allgemeine Lösung von (7) für 
bel.iebige I(x) und ;u(x) kann man nicht in geschlossener Form angeben. 
Eei einer Maschinenwelle sind diese beiden Funktionen jedoch stück­
weise konstant. Für ein · solches Stück der Welle·, in dem sich weder 
I(x) noch 1u(x) ändern, gilt dann mit (7) die Differentialgleichung · 
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Wa ß VI') 0 EI I tX = . (9) 

Die Lösung dieser Differentialgleichung in Verbindung mit den Rand­
bedingungen führt bekanntlich auf unendlich viele Eigenfrequenzen w~ 
( ~ = 1 , · 2, ..• 00 ) mit den zugehörigen Eigenfunktionen Y~ ( x), die unter 
Benutzung der Abkürzung 

(10) 

in der Form 

angegeben werden können •. Die Konstanten A
0

, B
0

, C
0 

und D
0 

erhält man 
bis auf einen gemeinsamen .Faktor aus den Bedingungen (Randbedingungen) 
für Auslenkung, Neigung, Moment und Querkraft an den Enden des Wellen­
stückes. Sie ergeben sich in Abhängigkeit von den bekannten Randbe­
dingungen an den Enden der Maschinenwelle. Eine Durchführung der Rech­
nung von Hand ist weßen des großen Aufwa.ndes im allgemeinen nicht mög­
lich. Die Ermittlung der Eigenfrequenzen und Eigenfunktionen einer 
Maschinenwelle wird daher meist mit Hilfe der Verfahren mit Ubcrtra­
gungsmatrizen_[2Jaufdigitalen Rechenautomaten durchgeführt. Für die 
Berechnung von Ctörungen stehen die ungestörten Funktionen also mei­
stens nur punktweise zur Verfügung. 

Das nun folgende Beispiel kann mühe'los von Hand erledigt werden: Es 
handelt sich im ungestörten Falle um einen an den Enden gelenkig 
gelagerten Stab mit konstantem E, I und 1u (Abb.4). 
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Yrx) 

EJ I,,,,u. = const. 

)( 

t 

Abb.4: Ungestörter Fall 

Auslenkung und Moment an tlen Enden des Stabes müssen verschwinden; 
oan erhält aus diesen Randbedingungen das homogene Gleichungssystem 

'fs, (O) - 0 
y;'ro) - 0 

Y,; (l) - 0 (12.1) 

Y,/'(l) - 0 

bie beiden hochgestellten Striche .dienen in üblicher Weise zur Kurz­
kennzeichnung der zweiten Ableitung. Aus (12.1) ergeben sich die 
Eigenfunktionen 

(12.2) 

und die Eigenwertgleichung 

r:1i t den zugcl'1örigcm Eigenwerten 

( Y = ~ 2, ... 00 ) . (12.4) 
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Aus (10) folgen mit (12.4) die Ei5enkreisfrequenzen zu 

' ' .1. ..JFi' ' 
(A)I> =- kp f # , 

(12.6) 

Im cestörten Fall sollen die Lager kleine QuernachGiebigkeiten hQ1 und 
hQ2 und kleine Drehelastizi täten c~11 ·und cM2 besitzen (Abb.5). . 

,V 

Yrx) 

Abb.5: Gestörter Fall . 

Für den ungestörten Fall gelten die ?alldbedingungen (12.1) und die 
Differentialgleichung (9). Nach Einführung der Abkürzungen 

und 

0( 

mit denen man statt (10) auch 

K: = ~JJ(X 

(13) 

(14) 

(15) 

schreiben kann, lautet die ungestörte Differentialgleichung (9) für 
die V -te Eigenschwingung 
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V 1111 V 111 (X} - ~., lX fJJ (X) = 0 · 

Für den gestörten Fall gilt dann, vgl. (3.1) und (3.2), 

=- 0, 

Y,,''"<xJ -·+ a Yf'or) - «[>i~k, ex) + A„LlY,, (x) 

+ LJ ">.11 AY., (x) j - 0. 

( 16.1) 

(16.2) 

(16.3) 

(16.4) 

lndem wi!" von 2. Ordnung kleine Größen vernachlässigen, erhalten wir 
unter Beachtung von (16.1) 

Wenn wir in diese Gleichung die bekannte ungestörte Funktion (12.2) 
einsetzen, kommt 

(16.6) 

Dies is-t eine inhomogene Differentialgleichung filr die gesuchte Inde­
rung der Eigenfunktion .c1 Yv(x}, in der außerdem noch die Änderung des 
Eigenwertes Ll~y auftritt. Die homogene Lösung kann man sofort angeben: 

Li ~ht1m (x) -- A sin 1<11 X + B cos N1X + C 1111, k„x + 0 J:o( k„X. _ ( 16. ?) 

Di~ Lösung der inhomogenen Differentialgleichung kann z.B. mit Hilfe 
der Methode der -Variation der Konstanten ermittelt werden. Hier erkennt 
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man leicht 

Die Konstante B,\C folgt nach Einsetzen von (16.8) in (16.6) zu 

Damit folgt· für die gesuchte Änderung der Eigenfunktion 

.6 ~ rx> = ll sin 1<,,x + B cos 1<,,X + C '1,iM, l<-1 x 
0( 

+ D lAf I<,, X + l:l '>.y q. k.3 A0 X cos 1<11 X. 
'I 

(16.8) 

(16.9) 

(16.10) 

Unbekannt sind noch die Konstanten A, B, c, D und A~~ o Sie müssen 
sich aus den gestörten Randbedingungen berechnen lassen. Diese sind 

,V 
"'III 

~ (O) = - hQ,, _EI ~ (O), 
"'J // 

,.., 
EI };: (O) - CM1 ~

1 
(0), 

"' "'III (16.11) -r;, ({) - hQ2 EI~--· '(L), -
"' ~/ EI '("({) - - c,.,2 11 

fl). -
II 

Unter Berücksichtigung von (12.1) folgt aus (16.11) mi·t-.. (3.1) und (3.2) 
in erster Näherung 

L) Yv (0) - h III 
- Q1 EI Yv (OJ, 

.L\ Yv" (O) 1 >::' - Ct,,11 Ef II (O), -
L1Vµ(l) == hQ2 EI Y,,'''(o), (16p12) 

~ Y."(t) 1 t' =::s - CM2- EI V (0). y 
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Da de;i;- Anteil A sin k„x der Funktion 6 Y1 (x) die Bedingungen ( 12 .1) 
erfüllt; tritt die Konstante A in den Gleichungen (16.12) nicht auf; 
d.h. A hängt nicht von den Störparametern hQ1 , hQ2' cM1 und cM2 ab. 
Wenn die StörparamE.ter zu Null werden, muß aber die ganze Störfuriktion 
l\ Y~ (x) verschwinden. Daher muß stets 

A == 0 (16.13) 

geltep.. Die vier Gleichungen (16.12) sind somit die Bestimmungsglei­
chungen für die vier Unbekannten B, C, D und A~,. Es er5ibt sich . 

C = 2 ;,k„;r [ EI-k:(hr>t./;,f>'"I" +h112 cosvi) 

+ 2 :z I<..< CM1 .t',jl'K' + C,_,1 CDSYl-f}, ( 16.14) 

D = 1° [Er l<:hQ1 + E.!{<" c,w] '. 
ti.\, = !ff [-Eii<,,3(1,Q-f +-hQ2) + E;k,, (c,..,1+c,..,1f 
Dam:t t sind die Änderungen der Eigenfunktionen 6 Y-1 (x) und die Änderun­
gen der Eigenwerte L.\~" in Abhängigkeit von den vier Störparametern 
hQ1' hQ2 ' cM1 und~ in erster Näherung gefunden. Wir kommen in 
Ziff. 8.1 auf dieses Beispiel noch zurück. · 
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3. AUSGANGSPUNKT INTEGRALGLEICHUNG 

3.1 Allgemeines 
Bei der Herleitung der Integralgleichung geht man von der statischen 
Durchsenkung einer Maschinenwelle an der Stelle x infolge einer Last P 
an der. Stelle f aus (Abb.6). Diese Funktion w(x,f) ist proportional 
der Last P: 

W{X,f) = P G(X,[). (17) 

Die Funktion G(x,r), also die Durchsenkung unter der Einheitslast, 
heißt bekanntlich Greensche Funktion .oder Einflußfunktion. Sie hat die 
bekannte Syrnmetrieeigenschaft 

(18) · 

f lp W(X,j) .... .,,, - J rt;" -· -~----- - - r -- --
X ~I 

Abb.6: Zur Herleitung der Integralgleichung 

Greifen zwei Kräfte P1 und P2 an den festen Stellen f1 und f2 an, so 
erhält man die Auslenkung durch Überlagerung der Einzelauslenkungen: 

Greifen endlich viele Kräfte Pr an den Stel:len f r (r a 1., .2, ..• , s) 
an, so wird die Auslenkung 

W(X) = (19.2) 
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Ist die Welle einer stetigen Belastung mit der Lastdichte p(!) ausge­
setzt, so wird aus der Summe ein Integral über die ganze Wellenlänge 1: 

l 
W(X) - /Jl(f) {S(x,f)df. (19.:;) 

0 
Bei freien Schwingungen der Welle ist diese Belastung durch die 
D'Alembertsche Trägheitskraftverteilung zu ersetzen: 

2 

Pff) _. - ß(f) 
0/ff' · (19.4) 

An die Stelle der statischen Auslenkung tritt die orts- und zeit­
abhängige Auslenkung y(x,t): 

(19.5) 

(19.3) geht somit über in die Integro-Differentialgleichung 

) . o2y('j,tJ · 
y(x,tJ = - J~(p) atz Gr~t)dfJ 

. () 

(19.6) 

aus der man mit Hilfe des Produktansatzes (5) und mit (8) die 
Integralgleichung l 

YcxJ -- >{lirp Y(f > 6cx,t)df 
0 

(19.7) 

für die Ortsfunktion Y(x) erhält. Diese Gleichung gilt auch, wenn 
außer der stetigen "Massenverteilung" 1u(f) auch Einzelmassen vorkom­
men. Man hat dann die Integrale im Stieltjesschen Sinne aufzufassen 
(vgl. [1], s.163). Die Integralgleichung (19.7) entspricht der Dif­
ferentialgleichung (7) mit den zugehörigen Randbedingungen. Bei einer 
Maschinenwelle gehört zu jedem Abschnitt mit konstantem 1u und I je 
eine Differentialgleichung. Außerdem ist die Angabe der Randbedingun­
gen (=Übergangsbedingungen) für jedes Wellenstück erforderlich.­
Demgegenüber genügt eine einzige Integralgleichung zur Beschreibung. 
einer Eigenschwingung; die Randbedingungen sind bereits in der Green­
sehen Punktion enthalten. Das erweist sich für die Durchführung unse­
rer Störungsrechnung als sehr vorteilhaft •. 
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Für die )1-te Eigenfunktion gilt 
. ' 

tM == "1i11 /JJ(f) "/p(J) {i(x,f) df · (20.1) 

0 
Um auf diese Integralgleichung die Theorie für Integralgleichungen mit 
symmetrischen Kernen anwenden . zu können, setzt man 

J/, (X) 

1/j'(XJ. 
(20.2) 

und erhält somit die Integralgleichung 
l 

~ (X) = >,., f 'f'y (f) k (>:,f )dJ 
. d . 

mit dem symmetrischen Kern 

(20.4) 

Die Funktionen f.,(x) werden als Eigenfunktionen von (20.3) bezeichnet. 
Sie erfüllen wegen der Symmetrie von K(x,f) die Orthogonalitätsbezie-
hung / 

f r: <x> '1k cxJ dx == o Jiir ~,, =1= ~K . c20.5) 

" Um die Eigenfunktionen vergleichen zu können und aus rechentechnischen 
Gründen ist es zweckmäßig, alle Eigenfunktionen der gleichen Normie­
rungsbedingung zu unterwerfen. Wir normieren die Eigenfunktionen in 
üblicher Weise gemäß 

' f 1,:}~, dx == 1, 
() 

)) ::. ~ 2, ... oo . 

Damit und mit (20.5) .gilt dann (20.6) 
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Ferner gi~t cler Entwicklungssatz: _Jede Funktion ~(x), welche die (für 
die Eigenfunktionen und die Greensche Funktion gültigen) Randbedingun­
gen erfüllt (und gewissen, praktisch stets zutreffenden Stetigkeits­
forderungen genügt), kann in eine absolut und gleichmäßig konvergente 
Reihe nach den Eigenfunktionen entwickelt werden (vgl.[1]): -

CO 

. 'f'(K) = · L CK!fx.(X}, (20.7) 

1<=1 
mit den Entwicklungskoeffizienten 

/ 
cl< _ = .f ~(X'J !lf<(XJdx. 

0 

(20.8) 

lliit (20.2) erhält man für die ursprünglichen Eigenfunktionen Yy (x) 

die 0rthogonalitätsbeziehung 

t 
/)'-(X) ~ (xJ ',:(xJ dx = O 
() 

und die Normierungsbedingung 
- { . 

für JJ =l=-J< 

2 . 

. /~()() ~ (x> dx =- 1 . 
II 

(20.9) 

(20.10) 
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3.2 Die wichtigsten ·Beziehungen !ür eine allgemeine Berechnung :. 
der 1Störungen 

Viir gehen von der Integralgleichung (20. :;) aus, die für ·einen unge­
störten Fall gelten möge. Die Eigenfunktionen ~(x), den Kern K(x,f) 
tind die Eigenwerte . \, setzen wir also als bekannt voraus. Im gestörten 
Fall schreiben wir dann in bekannter Weise 

l 

.yJ rx) = 71„ f ~ff) krx,f> df (21.1) 

0 
und setzen · 

/'V 

~ (X) = ~(X) + ,d~(X), (21.2) 

Wenn die Randbedingungen gestört sind, wird sich auch der Kern ändern: 

(21.4) 

(21.2) bis (21.4) in (21.1) eingesetzt, ergibt 

~(X) +LlY:,(X) == ' 

(~, +-.'1'>.,){[ Jf/lJ=)+A,:rfij{Kf(f) rA><<x.ti}dF. 
(21.5) 

(J 

Daraus folgt unter Verwendung von (20.3) und Vernachlässigen aller 
von 2. Ordnung kleinen Glieder 

=- L\~y !/!i (X) 
A" ., ' . 

+ )iy /t!i.~(f:JK et,J=) df 
I 

+ >.v/ ytCf) LJkCx,f)df. 
() 

(21.6) 
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Wir entw~ckeln nun ~~(x) und ~ K(x,f) nach den Eigenfunktionen 1,.(x) 
bis auf gegebenenfalls einen, die ungestörten Randbedingungen nicht 
befriedigenden (quellenmäßig nicht darstellbaren) Anteil: 

1. Entwicklung: . 

2. Entwicklung: 
l 

i\11fecf)6.K(x,!)4f = 
0 

Dabei gilt 

' f 1!f{X)'f:r(x)dx = 0 fiir allek 
Q 

{ 

fx<x) Y,H(K)dx = () für allek. , 
Einsetzen in (21.6) ergibt 

L c",, Y;_,(x) * ycx) 
/( ' . 

Skalar-Multiplikation mit Y:,(x) liefert 

c,,,, = 1~" + c„11 + b„11 , . 

Ll~..­b,," = - :>,,, . . 

(21.7) 

(21.8) 

(21.9) 

(21.10) 

(22.1) 
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Skalar-Multiplikation mit 

für k =f:=.Y . (22.2) 

Der bisher frei wählbare Entwicklungskoeffizient c~v folgt aus der 
naheliegenden Forderung, daß die gestörte und die ungestörte Funktion 
der gleichen Nonnierungsvorschrift (20.6) unterliegen sollen: 

{ 2 
.f ~ {x)dx = 1, 
0 . 

l l l 
f y,

1
}CJc) dk + 2 f y::,cx) LJ 'f,, (X) d K + f lJ ~z (x) d Y = 1; 

() 0 () 

nach Vernachlässigung des quadratisch kleinen Gliedes kommt 
l 

J 5P,,(x} LJ j",,Ck) dx = 0 J 

{ 
I) . 

( Yy<xJ ( f cJ<>'~<xijdx = 0 1 

{ . 

/,, c,," 1,/rx) dX = tJ, 

(22.3) 

Unter Verwendung von (21.7) und (22.2) können wir jetzt an Stelle von 
(21.6) für die Änderung der E:igenfunktion schreiben 
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Aus , (21.8) folgt nach Skalar-Multiplikation mit Y7i (x) 
{ K 

bKP = ~r[Y;<x){f~(f) LJK(x,f) df ]dx. 
0 0 . ' . . . 

'Nach '(22 .1) ist 

Man erkennt, daß sich die Änderung des Eigenwertes und die Änderung 
der Eigenfunktion durch die Änderung des Kerns ausdrücken lassen. 

Es wird sie:.: zeigen, vgl. (27.1,2); daß für die hier betrachteten 
Stör.fälle gilt 

(24.1) 

mit einem Störparameter E. und einer vom Störparameter abhängigen 
"Störfunktion" <p~(x). Damit erhält man für die Entwicklungskoeffi-
zienten bk~ aus (23.2) · 

l L 

hKP = ~ e /1,,/'f:c(X) ~(x)dx · f ~r,) //f) df (24.2) 

0 0 · 

oder mit der Abkürzung 

t . . ' . 
· · 4c = · >,Pfy:;,cx) t{x) JK · (24.3) 

o · 
endgültig . 

(24.4) 

Aus (23.3) folgt damit 

(24.5) 
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In Ziff.5_wird gezeigt, daß sich die Integrale (24.3) einfach mecha­
nisch deuten und aus der ungestörten Durchrechnung unmittelbar ent­
nehmen lassen. · 

Aus (23.1) erhalten wir nun endgültig als Ausdruck für die Störung 
der Eigenfunktionen 

Ll ~ (X) = Ll~,, Y?, (.Y) - E Av I,E. 
~,> ·. _>' . 

. - E >.,,I>'e ~e(x). 

(24.6) 

Hierin bewirkt die Abspaltung des letzten; Gliedes, welches den quel­
lenmäßig nicht darstellbaren Anteil der Entwicklungen berücksichtigt,. 
daß die im mittleren, Gliede enthaltene Reihenentwicklung nach den 
Eigenfunktionen gleichmäßig (und praktisch rasch genug) konvergiert. 

Schließlich gehen wir, vgl. (20.2), (20.4) und (27.1), mit 

und (25.2) 

auf die Eigenschwingungen ·Y'°'(x) über. Wir bemerken dazu, daß die Mul­
tiplikation mit y1u(x)' auch zulässig ist, wenn Störungen durch Ein­
zelmassen auftreten. Die Störmassen_ treten dann nur in den Störpara­
metern auf, vgl.(38.1), erfordern aber hier keine Veränderung der 
Massenbelegungsfunktion. Mit (25.1,2) folgt aus (24.6) 

Ll ~ (X) 

(26.1) 
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Mit (20.2) und (25.2) werden die Integrale 

l 

I;,E = A„ f ß{X) 'r; {x) li (),:) d )(, 
Q 

(26.2) 

Nun. wird gezeigt, daß für die Änderung der Greenschen Funkti~n in 
allen hier untersuchten Störfällen (vgl. S.11) 

gilt, worin FE(x) vom Störparameters abhängige, einfach mechanisch 
zu c.eutende Funktionen sind. Wegen 

(27.2) 

sind dann die Beziehungen (24.1) und (25.2) ersichtlich. 

4. DIE ÄNDERUNGEN DER GREENSCHEN FUNKTION 

4.1 Störung durch Querfedern 
Wird eine Maschinenwelle an der Stelle le durch eine Querfeder mit der 
kleinen Federkonstanten cQ gestört (Abb.7), so gilt für die nunmehr 

(E 
Abb.?: Störung durch eine Querfeder 

gestörte Greensche Funktion 

"' L1 G(x)f), G(JSf) = G<x):r,) + (~8.1) 

,V 

GCx,f) = {S{~f:) + LcQ Ge~ tE), (28.2) 
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worin LcQ die von der Feder auf die Welle ausgeübte Störkraft ist. 
Wegen 

also in erster Näherung 

erhält man für die Änderung der Greenschen . Funktion 

Ein Vergleich mit (2?.1) ergibt 

E=C 
Q ) 

4.2 Störung durch Drehfedern 

--

(28.3) . 

(28.6) 

Bedeutet GM(x,f) die zur ungestörten Welle gehörige Einflußfunktion 
infolge eines Einheitsmomentes, so ist (Abb.8) die an der Stelle lE 

--- le ------.t 

Abb.8: Störung durch eine Drehfeder . 

durch eine Drehfeder mit der kleinen Drehfederkonstanten cM gestörte 
Greensche Funktion 

-- (29 .1) 

McM . ist das von der Drehfeder auf die Welle ausgeübte Störmoment. In 
erster Näherung ist 

-- (29.2) 
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Die bekannte Beziehung 

--
führt auf 

McM = - CM GM{f,LE) J 

LlG(~f=) = ~ cMGM(~~),q,_,,{f,L6 ), (29.5) 

also ist hier 

(29.6) 

4.3 Störung du~ch Nachgiebigkeit von Führungen 

Wir betrachten eine Führung (Abb.9) an der Stelle le einer statisch 
unbestimmt gelagerten Welle, die im gestörten Fall die kleine Dreh­
nachgiebigkeit (reziproke Drehfederkonstante) hM besitzt. Im ungestör-

~ . .,~ ... -
.·. {E----.-t~, 

Abb.9: Störung durch Nachgiebigkeit 
einer · Führung 

ten Fall ist die Führung starr (hM = 0), und es gilt 

G r~f) = rr~ t> + ~,., r,.,, r~tEJ. (30.1) 

Darin sind r(x,j) die Greensche Funktion und rM(x,f) die Momenten- . 



einflußfunktion, die die ·Welle hat, wenn die Führung nicht existiert - . . 

(·hM-+ oo ) . MhMist das infolge der Einheitskraft an der Stelle f von 
der Führung auf die Welle ausgeübte Moment im· ungestörten Fall,' .das 

' : ' ..' .. -

man leicht berechnen kann: 

/;_[ q(x,1)_}. ,· . = 0 J 

K_. • 
(30.2) 

,.· ., .· 

!-[r(x,l~)l . + . ~M d.rt..f·· ~ (x,t~Jl _, = 0, 
uX JK=li X - . (JÄ' _ "E. 

~[rtx,t:1/. 
1
= ~(f,le), 

. X-= E 
(30.4) 

Im gestörten Fall ist 

G{x,p) = r(.r,f) +(M;,M+Ll~M)C,~~), (30.6) 

G{x,f) == G(x,f) + ·~~M 17.,{x,lE)·, · (30.7) 

LlG(x,f) = LJ~M~(K,!c). (30.s) 
.l ~ 

Mit (30.5) wird 

L:.Gfx,f) ... :... Ll~,,,-~Mi[r;,r.r,~3/x_,/ C30.9) 

In erster Näherung gilt 
; ... 

. f;[Grx,1Y,.., .. [E = - _,M M,,Mrf) = -hM11,Mr1J. (30.10) 
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Wegen (30.2} ist mit (30.8) 

-- (30.11) 

Damit wird 

.(30.12) 

Einsetzen in (30.9) li~fert 

Ein Vergleich mit (2?.1) ergibt 

E = -hM) 

In statisch bestimmten Fällen kann man die Funktionenr(x,f) und 
rM(x,j) nicht angeben. Die Bestimmung der Änderung der Greenschen 
Funktion ist dann jedoch besonders einfach, wie die folgenden Beispiele 
zeigen. 

a) Nachgiebige Einspannung 
Im ungestörten Fall (starre Einspannung, Abb.10) übt die Einspannstelle 
das Moment 

(31.1) 

auf die Welle aus. Der gestörte Fall (Abb.11) besteht aus einer in ei­
nem Drehfedergelenk gelagerten Welle. Die Drehnachgiebigkeit des Lagers 
ist hM. Wirkt an diesem Lager das Drehmoment MhM(f) ein, so wird 

.6 G(x,f:) (31.2) 
X I 
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Ll G(K,r) = h"" x r , 
~{X) =-- 1M(X) ~ -X . 

Das Vorzeichen von Fe(x) ist im Hinblick auf (27.1) beliebig - wegen 
des Produktes F~(x) Fe(f) - nicht aber im Hinblick auf die Bedeutung 
der I,,~, siehe Ziff.5. 

P=1 

Abb.10: Starre Einspannung Abb.11: Nachgiebige Einspannung 

b) Gelenk+ nachgiebige Führung 
Wie man Abb.12 und 13 entnehmen kann, gelangt man zu dem gleichen 
Ergebnis wie unter a). 

~-x---
• 

Abb.12: Gelenk+ starre Führung Abb.13: Gelenk+ nachgiebige Führung 
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4.4 / Störung durch Nachgiebigkeit von Lagern 

Das Lager an der Stelle lE einer statisch unbestimmt gelagerten _Welle 
soll im gestörten Fall die kleine Quernachgiebigkeit (reziproke Feder­
konstante) hQ .besitzen (Abb.14). 

Abb.14: Störung durch Nachgiebigkeit eines Lagers 

Im ungestörten Fall ist das Lager starr (hQ• 0 ),und es gilt 

r;cx1f 1 = r[,kjp) -1-. L1,11 r(.k, 1#), (32.1) 

worin r(x,f) jetzt die Greensche Funktion der Welle ohne das Lager an 
der Stelle lL sein soll. Die im ungestörten Fall· auftretende Lager-
kraft 1iiQ ergi_bt . sich wie folgt _ . 

- Gf le, !) =- 0 == rr~, f) + LJ,Q r(~, 16 ) . <32.2) 

__ f'(IE,f) 
L_ :.4, -L1,Qff) - rr. ) . C32.3) 

-- . "/E, /4 

Im gestörten Fall ist 

""' 
G(K,f) = r(~f) ·-1-( L1,1 -1-1JlhtJ) r(x, lc) 

1 

G ex, t) = G (x,p> -1- LlLJ,Q rr ,r, ,E>, 
L!l.G(x,f) == LlLJ,9 r(,y, 11 ). 

Mit (32.3) wird 

LlGtk,f) =- - LlL„9 rftE,,E> L"
11

{k): 

(32.4) 

(32.6) 
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In erster Näherung ist 

Wegen (32.2) ist mit (32.6) 

Damit wird 

Einsetzen in (32.7) liefert 

Ein Vergleich mit (27.1) ergibt 

E == -h . 
(J J 

(32.8) 

(:;2.10) 

(:;2.11) 

In den statisch bestimmten Fällen (in denen es keine Funktion r(x,f) 
gibt) erhält man, wie die folgenden Beispiele zeigen, ehenso wie in 
Ziff. 4.3 ganz einfache Ausdrücke für die Änderung der Greenschen 
Funktion. 

a) Gelenk+ nachgiebiges Lager 
Gemäß Abb.15 und 16 wird 

'-1,Q • { . =s - f I 

f: LhQ = -y, 
AG(x,f:) _ ~LJrrx·h11 . = 

{ -X 

. . 

(:;:;.1). 

, 
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Abb.15: Beidseitig gelenkig 
gelagerte Welle 

Abb.16: Gelenk+ nachgiebiges 
Lager 

b) Führung+ nachgiebiges Lager 
Den Abbildungen 17 und 18 entnimmt man 

ll G ex, t> = h9 L1,Q , 

E ms - /,Q J F; (k) - LJ,Q = - 1 . 

~~ P-1 ~ ~ 

hel.1,Q 

~ ~ LhQ ~, ha ·· . 
I ~, LhQ 

Abb.17: Führung+ Gelenk Abb.18: Führung+ nachgiebiges Lager 
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5. DIE BEDEUTUNG DER INTEGRALE Iye 

Wir hatten 
1 

~,.. f,,i,<(x) ~(X) {MdY . ( 34.1) 
() ' 

gesetzt und werden nun sehen, daß diese Ausdrücke für die verschiede­
nen . Fe (x) sehr einfach gedeutet werden können-. · 

Bei einer Störung durch eine Querfeder mit der kleinen Federkonstanten 
cQ war _. -

(34.2) 

und man erkennt sofort 

I„l: ist also in diesem Fall .gleich dem Wert der normierten Eigenfunk.'.. 
tion an der Störstelle li· 

Bei einer Störung durch eine Drehfeder mit der kleinen Drehfederkon­
stanten cM war 

1 Cx) = {"N (x) == GM (Aj li) • (35.1) 

Es ist . l . . . . .. 

Y,;'rxJ = A„f,,1tff) 'I,, tfJ/;[Gtr,f>} df, 
0 

' il,.. /~tt) ~Cf)G,,,(f,l()df. 
" 

Also wird 

lr..E = I,,eM = t' (LG) -1 
Ive -ist gleich dem Wert der Neigung der normierten Eigenfunktion an 
der Störstelle lE. 
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Bei einer Störung 1 durch Nachgiebigkeit einer Führung war 

In statisch unbestimmten Fällen kann man schreiben, vgl. (30.1), 

I 

~ (x) = .).., f ~(f >[ r(~f) -1-~Mff)t;(JtSl~)J ~ (f) df , - (36.2) 

(} 

l 

~rxJ = ;>.,,f~ffJrr~t> 'r,,tfJdf 
0 

l 

+ fa"I ~tf)M1,,,,{f) Y,, (f)d!_} ¼{x,IE) J 

# . 

' ~rx> = >.>'f~r,;rfiiJJY,,(!Jdf + M,hH;;,r~1~). 
0 

Darin ist 

' MPJ,M = A„f ~tKJ '¾M (XJ ~(xJ dx , 
das Moment, das bei der normierten Eigenschwingung von der Führung an 
der Störstelle 1~ auf die Welle ausgeübt wird. Man erkennt 

1 I„ß = li,1,M-= M„1,,1,1 -1 (36.6) 

Diese Beziehung ist auch auf die statisch bestimmten Fälle, vgl. (31.4-), 
anwendbar, was man leicht einsehen kann. 

Bei einer Störung durch Nachgiebigkeit ein~s Lagers war 

In statisch unbestimmten Fällen kann man schreiben, vgl. (32.1), 
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l 

Y, (x) = Apj,ß{f)/1(,fif) +-L;,qt/)r(Y,IE>}.~tf) df J (37- 2 ) _; 

0 

' r,;{K> = )t,,[~Cf)rrXi1> ~if)df 
o (37.3) , 

+[-4"/_,u(J)Lhq(J) V,,(f)df} t'(K,16) , 

l 

~r.x> = Ap /1t<t> rr.r,J> 'v,, ff )df -1-- L,,;.q rr~11 > . <37-4) 

0 

Darin ist 
l 

L„1,q = A„ f ,µtxJ ~(x) Lhi!ICx) a'y (37.5) 

fJ 

die Kraft, die bei der normierten Eigenschwingung vom Lager an der 
Störstelle 16 auf die Welle ausgeübt wird. Man erkennt 

1 Ive = I,,;,q = L,1, 61 . j (37.G) 

Auch diese Beziehung ist auf die statisch bestimmten Fälle, vgl.(33.5), 
anwendbar, wie leicht einzusehen ist. 

6. DIE ÄNDERUNGEN DER EIGENWERTE UND DER EIGENFUNKTIONEN 

Auf Grund des Vorangegangenen können wir die Änderungen infolge von 
Störungen durch Quer- und Drehfedern sowie Störungen durch Nachgiebig­
keiten von Führungen und Lagern berechnen. Es fehlen noch diejenigen 
Änderungen die sich infolge von Störungen durch einzelne Massen und 
Scheiben (Massenträgheitsmomente) ergeben. Den Einfluß dieser. Störun­
gen können wir aber sofort angeben, denn bekanntlich, vgl. [2], braucht 



man nur die Federkonstante · 

zu ersetzen durch 

41 -

wenn an der Stelle 1~ der Welle statt der Federkraft die Trägheits­
kraft der Einzelmasse mcQ angreift. Ganz analog ist 

..., 
cM zu ersetzen durch ± QcM A~ = ± QcM A~, (38.2) 

wobei das Plus-Zeichen für die Kreiselwirkung (im Gleichlauf) und das 
Minus-Zeichen für die Trägheitswirkung (bei Biegeschwingungen) zu set­
zen ist. Ferner gilt bei einer sogenannten zwischengekoppelten Masse 
bei einem Lager, vgl. Abb.19, 

1 

so daß auch dieser Einfluß (vgl.[2}), berücksichtigt werden kann, so­
fern hQ klein genug ist. 

Abb.19: Zwischengekoppelte Masse 

Wir können jetzt den Einfluß aller in Tabelle 1 (siehe Seite 11) ·ange­
gebenen Störungen herechnen. Für die praktische Durchführung dieser 
Rechnungen erscheinen noch einige Hinweise angebracht: Man beachte 
stets, daß die Eigenfunktionen Y~ (x) die Normierungs·vorschrift (20.10) 

· erfüllen: / 

~(xJ Y. 2
(x) dx =- 1. <39.1) j/ ,, . 

fJ 
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Die aus einem ungestörten Fall bekannten Eigenfunktionen sind im all­
gemeinen nicht normiert. Diese nicht normierten Eigenfunktionen, die 
wir mit w,,,(x) bezeichnen wollen, müssen also erst auf die normierte 
Form gebracht werden. Es sei 

l 

/,,t<rk'J ~
2
rx> dx = q 

I) 

und t (x) = a W, (x>, (39.3) 

also 

Die Konstante a muß nun so bestimmt werden, daß q = 1 wird:· 

' 2 
/_,,u.(X} lk t (-YJj d X -- '1· (39.5) 

II 
Mit (39.1) folgt aus (39.5) 

a 1 = fit 
Die normierten Eigenfunktionen Y~(x) erhält man somit gemäß 

- J.Yy (X) -
J1 /Jtrx, W;,2(Jr) dx 

1 

" . . 

(39.7) 

aus den nicht normierten Eigenfunktionen W~(x).- In vielen Fällen 
werden die Eigenfunktionen nur punktweise vorliegen, z.B. als Ergebnis 
einer Rechnung, der eine Welle mit Einzelmassen und.dazwischenliegen­
den, nur elastischen Wellenstücken zu Grunde liegt. Dann geht die Nor-
mierungsvorschrift über in 

Wv (X,·) 

' ,,,, 2. 

Em,-W,,(X;) 
i==1 
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worin der Index i zur Kennzeichnung der diskret liegenden Punkte xi 
(i = 1, 2, ••• ,n) dient. Die normierten Neigungen, Momente und Quer­
kräfte erhält man genauso , indem .· man die nicht normierten Werte 

durch 

(39.9) 

dividiert. 

Ferner soll hier nochmals bemerkt werden, daß bei gleichzeitigem Auf­
treten mehrerer Störungen die einzel_nen Änderu:qgen der Eigenwerte und 
Eigenfunktionen addiert bzw. linear superponiert werden können, da nur 
erste Näherungen in Frage kommen.- . In den Tabel-len 2 und 3 sind die 
Ergebnisse der Arbeit übersichtlich zusammengestellt . 

. Schließlich sei noch auf einen interessanten Zusammenhang hingewiesen: 
:Man kann die · Ergebnisse für die Änderungen der Eigenwerte . auch mit 
Hil~e des Rayleighschen Quotienten erhalten. Bekanntlich ist der Eigen­
wert im ungestörten Fall 

AJ' - -~ - -&[, 
• 

(40.1) 

Darin ist EP die' poteritielle · Energie und¾ die sogenannte bezogene 
kinetische :Energie der ungestörten Welle . . Für den gestörten Eigenwert 

. ··-
können wir schreiben 

-- -- (40.2) 

' ' 

.6EP und~¾ sind darin die Änderungen der genannten Energien. Wenn 
AEP und .6¾ klein sind und nur in erster Näherung berücksichtigt 



T a b e 1 1 e 2 
Zusammenstellung der Formeln für die Änderungen 

der Eigenwerte und Eigenfunktionen 

Nicht normierte, ungestörte Eigenfunktionen: W~Cx) 

Ungestörte Eigenwerte •••••••••.•.•.•.•.•.•. : Ay = w! 
...., 

Gestörte Eigenwerte •••••• · ~ ••••.•••••••••••• : /\" = AtJ + ß A.,. 
r..J . 

Gestörte Eigenfunktionen ••••••••••••••••••• : Y., (x) = Y,, (x) + '1Y„Cx) 

Normierte, ungestörte Eigenfunktionen: 

Nach Ziffer 3.2: 

L1Yt{x) = 

bzw. 

~/\,> 
At 

W,, (X;) 
~ U'i) = -:::,.,,========::::; 

Lm„ w.,,2rx;> 
i•1 

- EivEL ~ t~- )· ~(x) 
k=l=J> J< .,\.., 1 
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T a b e 1 1 e 3 
Zusammenstellung der Störparameter e, der Störfunktionen FE~ 

und der Integrale Iv~ 

Störung 

-1 E 

-1 E 

e. 

vgl. Ziff. 4.1 und 
Ziff. 6 

CM ± QcM Av 
+ Kreiselwirkung 
- Drehträgheit 

vgl. Ziff. 4.2 und 
Ziff. 6 

vgl. Ziff. 4.3 

--

vgl. Ziff. 4.4 und 
Ziff. 6 

vgl. Ziff. 4.1 vgl. Ziff. 5 

vgl o , .Ziff. 4. 2 vgl. Ziff. 5 

vgl. Ziff. 4.3 vgl. Ziff. 5 

vglo Ziff. 4.4 vgl. Ziff. 5 
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werden sollen, folgt aus (4-0.2) 

~» +4~» - E°p +LlEp 
-

Eb ( ,t + . 6 E1, ) 
1 

Eb 

Ep+LJEe ( 1 _ L'lE1,) (4-0.3) 
== E: 1 

Eb . b . 

= + 
Also ist wegen (4-0.1) 

(4-0.4-) 

Nun ist 
I 

~ = ff ;"f-tJ W/r.t·Jd-t, (4-0o5) 

I) 

und man erkennt den Zusammenhang mit der Normierungsvorschrift (39.7). 
Wenn wir zur Bildung von EP und Eb bereits die normierten Eigenfunk­
tionen Y))(x) heranziehen, ist also 

(4-0.6) 

Im Falle einer Störung durch eine kleine Querfeder mi.t der Federkon­
stanten cQ an der Stelle l! ist in erster Näherung 

(4-1.1) 

also mit (4-0.6) wegen d Eb z 0 

(4-1.2) 
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Ist die Störung an dieser Stelle nicht durch diese Feder, sondern durch 
die kleine Masse mcQ bedingt, - so ist A EP = 0, aber (in erster Nähe­
rung) 

== (42o1) 

also mit (40.6) 

(42.2) 

Im Falle der Störung eines ursp~glich starren Lagers an der Stellele 
durch Ubergang zu einem elastischen Lager mit der sehr großen Feder­
konstanten chQbzw. der sehr kleinen Nachgiebigkeit 

kann man schreiben 

Die potentielle Energie der Welle muß abnehmen (daher das Minuszeichen~ 
wenn an die Stelle eines starren Lagers ein elastisches Lager tritt, 
denn die Welle setzt dann einer Verformung einen geringeren Widerstand 
entgegen. 

Nun ist 

--
also 

--
Mit (43.4) und (43.1) folgt aus (43.2) 

(43.5) 
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In arsterNäherung ist daher 

Aus (40.6) kommt somit wegen ~ Ei, • 0 

ll ~)' = - h {.L tly"fl ) 72 
'IJ „ e. !/. 

Es erübrigt sich, alle Änderungen der Eigenwerte in erster Näherung 
hier noch einmal au! dem Wege über den Rayleigh'.schen Quotienten her­
zuleiten. Es sollte lediglich auf diesen ·zweiten Weg hingewiesen werden, 
und es ist fraglich, ob: man ihn ohne Kenntnis der Ergebnisse beschrit­
ten hätte. Dies zeigt besonders das vorgehen beim Ubergang von einem 
starren zu einem etwas nachgiebigen Lager. 

Zur Herleitung . der Änderungen der Eigenfunktionen in erster Näherung 
dürfte es keinen ·einfacheren Weg als den über die Integralgleichung 

. ' 

gebeno 
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8. BEISPIELE 

8 .1 Beispiel 1 

Wir betrachten den im ungestörten Fall an den Enden gelenkig gelager­
ten Stab der Länge l mit konstantem E.~ I und 1u, vgl. Zif.f'.2, Abb.4, 
So 15. Im gestörten Fall habe das rechte Lager die Nachgiebigkeit hQ2. 
Abb. 20 dient zur Erläuterung. 

E,I,fa --con~t~ 

Abb.20~ Beispiel 1 

Es sollen nun die Näherungslösungen für die ersten drei Eigenschwin­
gungen aufgestellt und mit den exakten Lösungen verglichen werden. 
Wir können hier zwei Arten von Näherungslösungen angeben, nämlich 

a) die Näherungslösungen, die man,ausgehend von der Differential­
gleichung .. und . den zugehörigen Randbedingungen, erhält, vgi. 
Ziff.2, und 

b) die Näherungslösungen, die sich,ausgehend von der Integral-
gleichung.ergeben, vgl. Tabelle 2, S. 44. 

Man kann also zusätzlich einen Vergleich dieser beiden Arten von 
Nähenmgslösungen vornehmen. Wir werden sehen, daß sich die jeweili­
gen Näherungen für die gestörten _Eigenwerte nicht unterscheiden, wohl 
aber die jeweiligen Näherungen für die gestörten Eigenfunktionen. 

Um einen zahlenmäßigen Vergleich durchführen zu können, muß der Stör­
parameter hQ2 näher festgelegt werden. Es genügt, die Nachgiebigkeit 
des Lagers in eine feste Beziehung zur Nachgiebigkeit des Stabes zu 
setzen. Die Durchsenkung in der Mitte des ungestörten Stabes in.f'olge 
einer dort angreifenden Kraft P ist bekanntlich, vgl. Abb.21, 

Pla 
'1-SEI I - (44.1) 



'h .... 
p 

-- -·~ - - - - -
f 

' Abb.21: Zur Herleitung der Nachgiebigkeit hQ2 

Die Nachgiebigkeit an .dieser Stelle wird somit 

h;..L t' (44.2) :a::::s 

'18EI • 'I p 

Wir setzen 

,5 . 1 
(44.:;) 

hQa - ~ iö hr. - SOOEI 

In Zitt.2 wurden bereits die ungestörten Eigenwerte, vgl~ (12.6), 

und die ungestörten (nicht normierten) Eigenfunktionen, vgl. (12.2) 
und (12.4), 

mit .der beliebigen Konstanten A
0 

bestimmt. Wir schreiben hier w.,(x) 
statt Y~(x), vgl. (12.2), weil für den erwähnten Vergleich - im Gegen­
satz zu Ziffo2 - der Unterschied zwischen normierten und nicht nor­
mierten lPunktionen zu beachten ist. Ein Vergleich der !Punktionen kann 
nur sinnvoll sein, wenn alle :Funktionen die gleiche. ,ftormierungsbadin­
gung, bei uns ist es die Bedingung (39.7), erfüllen. Die normierten 
ungestörten Eigenfunktionen folgen mit (39.7) zu 
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Y,Cx) = 
d sin ~x 

0 I. ,. 

Wenn wir 

setzen, können wir also für W~(x) auch Y~(x) schreiben und die in 
Ziff.2 hergeleiteten Beziehungen für die Änderungen der Eigenfunktio­
nen übernehmen. Mit (12.4), (14), (15), (16.10), (16.14) und (45.5) 
folgt, da außer hQ2 kein weiterer Störparameter auftritt., 

2 / )2 (",r)' ~A., == -htJ2pl lEI T , 

Ll V (X) - -h ,II. ll(l!lt)3/ C~$ JJ?l" r;;,,, ~X 
Tv . . fJ2 Y;il 2. l lin „ ,r I 

r f cos !!f x} . . 

(46.1) 

(46.2) 

Wenn in (46.1) und (46.2) de.r Wert für hQ2 gemäß (44.,3) eingesetzt 
wird, kommt bei Berücksichtigung von (45.1) 

L1 ;\., == -- A (211tr)2 I 
,, >' '1000 

L1 V (X) == _ 1fi::. 
r" fjiT 

(JJ1t)3[ cos ,:r r_,,,,,,, EI x 
4000 1i#111i ' 

r f cos1x] (46.4) 
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Damit sind die Xnderungen der Eigenwerte und der Eigen!unktionen auf 
dem Wege über die Differentialgleichung und die Randbedingungen ge­
funden. 

Der Weg über die Integralgleichung liefert unter Zuhilfenahme der 
Tabellen 2 und 3 auf den Seiten 44 und 45 

2 
~ ~, =- - h112 I„1,02 J (47.1) 

Es ist, vgl. (37.5), l 

. I,ho2 =. L i>hQa. - >.., f .,,Ulx) Y.,(x) LhQ2. {x) d)( . 
D 

Mit (33.5), 

- - " -l J (47-4) 

wird unter Beachtung von (45.1).und (45.4) 
h. L IT . 

I,hQ2 - ( -1-r ~ [,P- ,ß Gin ,Tx (-T) dx, (47,5) 

J = - ,ri'' ( Pll)" · eI [x sin !l.x dK (47.G) 
.-1,ea Yjil L l O L · ' 

( l''K)'f EI [ l i I =- - - · - · - -·lcos1r <47.7) 
11h"12 ,P l L P'K . , 
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r,,he2 == Y;f cI(q.;3c-1J~ 
Il<h(/2 = t;f EI (!S/l(-1l 

Mit (47.8) und (47.4) folgt aus (47.1) und (47.2) 

2 ) 2(11~), ..:1 ~i> .... -hQa'jii (EI TJ , 

LlY,rxJ - -he21/;f Ez{.!!/-J3{.,--¾ sin!fx 

_ f (-1f{.;,k[~;;::11 s;n!!fx 

(47.9) 

(47.10) 

Man erkennt, daß die Änderungen der Eigenwerte (47.9) und (46.1) 
übereinstimmen, nicht aber die .Änderungen der Eigenfunktionen (47.10) 
und (46.2). 

Wenn hQ2 gemäß (44.3) in (47.9) und (47.10) eingesetzt wird, kommt 



·r2,:rJ 2 

A,-, 4000 ' · 

sin~lx 

Jetzt sollen die exakten Lösungen des gestörten Problems bestimmt 
werden. Dies geschieht am einfachsten übe~ die Differentialgleichung 
und die Randbedingungen. Die bereits eingeführten Bezeichnungen werden 
bis auf .eine kleine .Änderung beibehalten. Diese .Änderung besteht in 
der Hinzu!ügung des Buchstabens e als Index. 

Die Differentialgleichung lautet 

~ //// . ,..,,1/, .~ We,, (~) - ~I' WeJ) {Jt') =:a 0 (48o1) 

mit 

(48.2) 

vgl. (9), (13), (14) und (15)o Die allgemeine Lösung von (48.1) ist, 
vgl. ( 11), 
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Die Randbedingungen sind 
,V . 

We,, (o) =, o, 
,v II 
We,, (0) =- OJ 

Wei (l) == 0 .J 

We:'(t) - 1 
N 

'EI Wev(l) · --
"Q2 

Mit (48o4) und (48o5) folgt aus (48.3) . 
,V ,V 

Bep = Oe11 = O. 

Aus (48.6) folgt 

G,,, 1C1 _ 
:fe" ~ (Afet -

Aus (48.7) kommt mit (48.9) 

. AJ 

.sin ~e,.,l · 
,-.J • 

lffl 'Ke„L . 

llQ2 gemäß (44.3) in (48 .• 10) eingesetzt, liefert 
1 •-. 

Die ersten drei L.ösungen von · (48.11) sind 

. ,V 

ft'e2 l = 6} f 00.3 · , 

"' lfe3 I =,=- 9, 021/-2 . . 

·(48.4) 

(48.5) 

(48.6) 

(48o?) 

(48.8) 

(48.9) 

. (48.10) 

(48.11) 

(48.12) 
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Die zugehörigen Eigenwerte ~ev kann man ·· mit ( 48 .-2) wie folgt -all,ge ben i · 

~ 1 
~ 81 = 93) 833· <XI" i · 
"J . . . 1 
Ae2 == .1381/-, 8 · -ot ,~ , (48013) 
- ,f Aes = 6 631, 'l ·· C( l" . · 

. . . ,.._, . 

Mit .(48.12) können auch die Werte für (C/A)
8

" gemäß (48.9) näher be-
stimmt werden: 

·-3 
2,611 .10 ., · 

-3 o, 817 .. 10 · , 

. -3 
= - 0,09'1- · 10 . 

Wegen (4808) folgt aus (48.3) 

,V ,....,, ,...,, ~ . ,-,.,/ 

We,, (K) = llep sin We,x + Cep ,~ *epX J 

-
ive.,(-%') -= 4.,[sin~.,x r{i}ei, li,,,i;p1, 

(48.14) 

(48.15) 

Das sind die nicht normierten Eigenfunktionen. Die Normierung gemäß 
(39. 7) liefert für V =- 1, 2, 3 

,V 

0,986 ff,', fle.,, ==-

""-' o,9s2"5, )Je2 = (48.16) 

r.J 

0,95K-l;J! Ae3 == . 

Damit sind die ersten drei normierten exakten Eigenfunktionen des ge­
störten Problems bekannt. Sie können gemeinsam mit den verschiedenen, 
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näherungsweise ermittelten Eigenfunktionen über einer ! - Achse 
.aufgetragen werden. Dies ist in den Abbildungen 22 bis 24 geschehen. 
Außerdem sind dort die Zahlenwerte für die zugehörigen Eigenkreisfre­
quenzen und die Abweichungen von· d.en ungestörten Werten angegebeno 
Die in den Abbildungen benutzten Abkürzungen haben die fo°lgende Be­
deutung: 

-Ye,., (x) .· .••••••• 
~ y)IDgl (x) . .... • . 
N 

)J-te, exakt berechnete gestörte Eigenfunktion, 

~~te, näherungsweise über Differentialgleichung und 
Randbedingungen berechnete gestörte Eigenfunktion, 

Y,>Igl(x) ••••••• '1-te, näherungsweise über die Integralgleichung 
berechnete gestörte Eigenfunktion, 

u>., •••••••••••• , -te ungestörte Eigenkreisfrequenz, 

-We~··········· Y-te, exakt berechnete gestörte Eigenkreisfrequenz, -' W~············ ~-te, näherungsweise berechnete gestörte Eigenkreis­
frequenz. 



. . . . . . . . . . . 
1e1(x) 

y1Dgl(x) 

y1Igl(x) 

w1 9,870 1 - Voc14 ' 

- 9,687 1 
We1 = 

Yoc14 • 
rv 

9,67.3 1 
W1 = 

1/cx 14' 

Bemerkung: 
N ~ 
Ye1(x) und Y11g1 (x) fallen bei der 
vorliegenden Zeichengenauigkeit 
zusammen. 

, 
,.., 
we1 - W1 

1,9 ~, , - -W1 
,V 

w 1 - W1 
- 2,0 ~. -W1 

_Abbo22: Erste Eigenfunktion des Stabes mit konstantem Querschnitt 
(Beispiel 1, Störung durch ein querelastisches Lager) 



·············•. .. .. .. __ .... .. 
: ------ ··. .. ·. 

.. ~ 

• 39,478 

,.., 
w02 • 3?,213 

"' "'2 . , 36,228 
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N 

- - - - - - Ye2(x) 
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Abb„23: Zweite Eigen.funktion des Stabes. mit konstantem Querschnitt 
(Beispiel 1, Störung durch ein querelastisches Lager) 
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. . . . . . . . . . . 
Ye3(x) 

Y3Dgl(x) 

Y3Igl (x) 

Abbo24: Dritte Eigenfunktion des 
Stabes mit_ konstantem 
Querschnitt (Beispiel 1, 
Störung durch ein quer-
elastisches Lager) 
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8.2 Beispiäl 2 
; 

Es soll die in Abb.26 dargestellte, dreifach gelagerte Maschinenwelle 
aus Stahl untersucht werden. Zunächst sind für den ungestörten Fall 
und für versc~iedene gestörte Fälle die ersten drei ;kritischen Dreh­
zahlen und _die zuge_hörigen , Eigenfunktionen auf exaktem ~ege ( d. h. mit 
Hilfe der Verfahren mit ·Ubertragungsmatrizen [2, 5, ;B]) zu bestimmen. 
Danach sollen die Näherungslösungen gemäß Tabelle 2 .berechnet und mit 
den zuvor genannten Werten und Funktionen verglichen werden. Die Stö­
rungen, die getrennt vone~nander untersucht werden solien, sind 

a) 

,. .. .. ., ~ '. ' ~ 

Störungen infolge der Kreiselwirkung einer .am ·linken Ende . der 
. ' ; ' . . 2 . 
Welle angebrachten Drehträgheit _ Q • 0,01 kp cm s, sie ent-
spricht etwa der Drehträgheit . einer Stahlscheibe von · 13 cm 
Durchmesser und 1cm Breite. Abb.25 ,soll diese Störung ver­
anschaulichen. 

GJ-0,01 kp cm s2 

1 # 

Abb.25: Vereinfachte Darstellung der Störung durch Kreisel­
wirkung (vgl. Abb.28 bis Abb.30) 

In den ~bbil:dungen 28 bis : 30 sind die ersten ·drei Eigenfunk-
: . . 

tionen der ungestörten und der durch 'die Kreiselwirkung ge-
. -

störten -Welle dargestellt. 

b) Störungen infolge ·einer Nachgiebigkeit des ,mittleren Lagers 
von h· • .! o-~ cm/kp, _ die, _ et~a ~('20 der Wellennachgiebigkeit 
beträgt. Wenn man :nämlich .das mittlere Lager entfernt und 
dort eine Kraft von p --,. ·1000· kp anbringt ~ s~mkt sich die 
.Welle an dieser Stelle um f c 0,02176 cm. :Man ' erhält daraus 
die Wellensteifigkeit 
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Abb.26: Dreifach gelagerte Welle (Beispiel 2) 
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er - !! - 46000 ~ --~ 50000 ~, f cm cm 
so daß · die Federkonstante des Lagers 

c • 106 -~ ~ 20 er .. 
wird . . Abb.27 dient zur Veranschaulichung dieser Störung. 

Abbp27: Vereinfachte Darstellung der Störung durch die 
Nachgiebigkeit des mittleren Lagers (vgl. Abb.31 
und Abb.32) 

Die ersten beiden Eigenfunktionen der ungestörten und der 
durch die Lagernachgiebigkeit gestörten-' Welle sind den Ab­
bildungen 31 und 32 zu entnehmen. Auf die Darstellung der 
ungestörten und gestörten dritten Eigenfunktion mußte ver­
zichtet werden, weil die n~erungsweise Berechnung des ge­
störten Eigenwertes ·bereits auf ein negatives Quadra~ der 
Eigenk:reisfrequenz,also · zu ·einem sinnlosen Ergebnis :rührte. 

In den Abbildungen 28 bia 32 bedeuten 

Yv(x) ...... die v-te ungestörte ~igenfunktion, -Yev{x) ..... die v-te exakt berechnete gestörte Eigenfunktion, 
,.., 
Y"(x) ...... die v-te näherungsweise (nach Tabelle 2) berechnete 

gestörte Eigenfunktion, 

n" .....••.. 

~ 
nev · • · • • • • • 
~ n., ~-•••••••• 

die v-te ungestörte kritische Drehzahl, 

die v-te exakt berechnete gestörte kritische Drehzahl, 

die \>-te näherungsweise (nach Tabelle .2) berechnete 
gestörte kritische Drehzahl. 
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Mit einer Ausnahme wurden alle Rechnungen mit einem Digitalrechner 
ZUSE Z 23 durchgeführt. Die Ausnahme bildete die exakte Berechnung .der 
durch die Lagernachgiebigkeit gestörten Welle. Die dafür erforderlichen 
Rechnungen wurden mit dem Digitalrechner IBM 1410 bei der AEG-Turbinen­
fabrik vorgenommen. Der Grund war das Auftreten von Differenzen etwa 
gleich .großer Zahlen. Dieser Umstand ergab sich bei beiden Maschinen 
aus · den jeweiligen Programmen. Aber da-s Programm für die ZUSE Z 23.· 
war nur für Rechnungen mit einer Wortlänge von 9 Ziffern vorgesehen -
im Gegensatz zu 15 Ziffern bei, der IBM 1410. Es zeigte sich, daß bei 
der Differenzbildung etwa die ersten 8 Ziffern verloren gingen,· daß 
also die Rechnung mit einer wesentlich größeren Wortlänge erforderlich 
war. 

Außerdem stimmten die Programme in den ihnen zu Grunde gelegten Berech­
nungsverfahren nicht überein. Während das Programm der ZUSE Z 23 die 
kontinuierlic?e Massenbelegung eines Wellenstückes weitgehend berück­
sichtigte, sah das für die IBM 1410 vorgesehene Programm nur eine Auf­
teil~g der Welle in Punktmassen mit dazwischen liegenden nur elasti­
schen Wellenstücken vor.- Für den ungestörten Fall wurden die auf 
beiden Ma~chinen -er~altenen Ergebnisse verglichen;- Die Abweichungen bei . ·-, . 

den kritischen Drehzahlen und den Eigenfunktionswerten lagen bei etwa 
1~. Die bei der IBM-Rechnung erhaltenen Werte für die kritischen Dreh­
zahlen bei elastischem Lager wurden diesen Abweichungen entsprechend 
umgerechnet. Die auf den verschiedenen Wegen erhaltenen ungestörten 
Eigenfunktionen stimmten im Rahmen der Zeichengenauigkeit überein, so 
daß sicher angenommen werden kann, daß die gestörten Funktionen in den 
Abbildungen 31 und 32 richtig wiedergegeben sind. 



n1 -= 44 799 U/min, 

ne1 • 46 197 U/min, 

n1 = 46 186 U/min. 

"" 3,12 1', 

= 3, 10 ~ · 
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Abb.28: Erste Eigenfunktion der dreifach gelagerten Welle 
(Beispiel 2, Störung durch Kreiselwirkung) 



-· -·- Y2 (x) 

- - - - - - - Ye2(x) 

"" Y2(x) 

n2 = 129 118 U/min, 

ne2 = 129 671 U/min, 

n2 • 129 977 U/min. 

=- 0,665 %, 
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Abb.29: Zweite Eigenfunktion der dreifach gelagerten Welle 
(Beispiel 2, Störung durch Kreis~lwirkung) 
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n:;. =- 161 503 U/min, 
,.,, 

162 031 · U/min, ne:; = 
. ,.., 

162 529 U/min. n, = 

=- 0,326 %, 

Abb,3(): Dritte Eigenfunktion der dreifach gelagerten 

Welle (Beispiel 2, Störung durch . Kreisel.-
wirkung) -1 
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---·- Y1 (x) 

- - - - - - - ye1(x) 
N 

Y1 (x) 

·-· 
·--

n1 - 44 799 U/min, 
,., 
ne1 - 44 333 U/min, 
,., 

44 381 U/min. n1 m 

N 

ne1 - n1 
- 1,04 %, = 

n1 
N 

n1 n1 
- 0,93 <;,. -n1 

Abb.31: Erste Eigenfunktion der dreifach gelagerten Welle 
(Beispiel 2, Störung durch elastisches Lager) 
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Y2 (x) 
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Abb.32: Zweite Eigenfunktion der dreifach gelagerten Welle 
(Beispiel 2, Störung durch elastisches Lager) 
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8.3 Beispiel 3 

Es soll die in Abb.35 dargestellte, zweifach gelagerte Maschinenwelle 
aus Stahl genauso untersucht werden wie im vorangegangenen Beispiel. 
Die Welle stimmt -mit der in Beispiel 2 untersuchten:- Welle überein, 
wenn man dort das rechte Lager entfernt und das diesem Lager. benach­
barte Wellenstück v·on 3,2 cmd entfernt;. _. Die Störungen, die wieder 
getrennt voneinander betrachtet werden sollen, sind 

a) Störungen infolge. von Kreiselwirkungen einer am linken Ende 
und einer an der· Stelle 18/19 angebrachten Drehträgheit 

· Q • 0,01 kp cm s2 (vgl. Beispiel 2). Abb.33 soll diese Stö­
rung veranschaulichen. 

0 = O,Of kp cms2 IJ~0,01 kpcms2 

Abb.33: Vereinfachte Darstellung der Störung durch Kreisel­
wirkungen (vgl. Abb.36 bis Abb.38) 

In den Abbildungen 36 bis 38 sind die ersten drei Eigenfunk­
tionen der ungestörten und der durch die Kreiselwirkungen 
gestörten Welle dargestellt. 

b) Störungen .infolge von Nachgiebigkeiten beider Lager von 
jeweils h • 10-6cm/kp (vgl. Beispiel 2). Zur Veranschauli­
chung dieser Störungen dient Abb.38. 

Abb.:,4-: Vereinfachte Darstellung der Störung durch elastische 
Lager (vgl. Abb.39 und Abb.40) 
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Die ersten beiden Eigenfunktionen der ungestörten und der 
durch die Lagernachgiebigkeiten gestörten Welle sind den 
Abbildungen 39 und 40 zu entnehmen. Auf die Darstellung der 
ungestörten und gestörten dritten Eigenfunktion mußte ver­
zichtet werden, weil die näherungsweise Berechnung des ge­
störten Eigenwertes wieder auf ein negatives Quadrat der 
Eigenkreisfrequenz,also zu einem sinnlosen Ergebnis führte. 

Die in den Abbildungen 36 bis 40 benutzte~ Bezeichnungen haben die 
gleiche Bedeutung wie in Beispiel 2 (vgl. Seite 6.3). 

Zu den Rechenverfahren und den benutzten Digitalrechnern sind eben­
falls die gleichen Bemerkungen zu machen wie im vorangegangenen 
Beispiel. 
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n1 • 44 343 U/min, 

n81 • 45 705 U/min, 

n1 • 45 692 U/min. 
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-·-·- Y1 (x) 

- - - - - - - Ye1(x) 

_____ .. Y
1

(x) 

• 3,04~. 

Abb.36: Erste Eigen.funktionder zwei.fach gelagerten Welle 
(Beispiel 3, Störung durch Kreiselwirkungen) 
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~ = 49 ··479 U/min, 
,V ·51 405 U/min, ne2 „ 
N 51 338 U/min . n2 = 

Aqb.37 :. Zweite Eigenfunktion der zweifach 
gelagerten Welle (Beispiel 3, Stö­
rung durch Kreiselwirkungen) 
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n3 • 140 39? U/min, 

n83 a 142 .580 U/min, 

n3 • 143 408 U/min. 

• 2,15 ~-
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Abbo38: Dritte Eigenfunktion der zweifach gelagerten Welle 
(Beispiel 3, Störung durch Kreiselwirkungen) 
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Abb.39: Erste Eigenfunktion der zweifach gelagerten Welle 
(Beispiel 3, Störung durch elastische Lager) 
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-· -· - I2 (x) 

- - - - - - - Ye2(x) 

n2 • 49 479 U/min, 

n
8
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Abb. 'flh Zweite Eigenfunktion der zweifach 
gelagerten Welle (Beispiel 3, Stö­
rung durch elastische Lager) 
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